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.1 PEIMUTACIONES V COMBIiJaCIONES • ' 

■. ' El terlangulo de Pascar . . .. ' . .. 

Cinco, estudlantes fojsnan un club.^ Los llaniaremos por sus inl- 
dales * A; G, ^D. V E. ' Natwalm^n^^, la pripera J^^^ea (Te ios^ 
*miembros 6^1 n^mtj^fcr un comlt^ de ref resdos^ Se ^conviene \ 

en que el comit^. debe^tener t^res mlembros* ^Cuantas poslMlidades 
crees que hay^ dje elegir a^ los ml^brpa* &el comlt^? , 

tina posibillda<l\serla' f^ comlt^ conf B, G y Abre- 

viadamente deslgnar^mos este comlte posible con el sJmbolo {B, 

E). , _ ; ^ 

' EJer^lclos de clase 7->a " ^ 

1. OtVa lista posible de Tnlembros para el^^cpmlt^ contiene a 'los 
Bigulentes: /a, D y E» Escribe el "SlmboltD .'abreviado para 

* est.e caso* " * * . % 

2. iTlene el cpinlt^ {B, E, A) los mismps raiembros que el coniit^ • 
{E, A, B}? ^' ' * * ; • ^ 

3. Da un segundo slmbolo para cada unq dfe los comit^s menclonados 
en el probleioa 2* * ^ 

4* Hae, uhfi llsta de totlos.los poslbles comlt^s de tres, miembros. 

5. iCudntds. comlt^s hay en tu lis^ta? ^ 

6. ilJe ciadntos de eatos comit^s es ^iemb^o ^D? 

Compara* el numero de comlt^s de los cuales B * es mlembro co|^ 
, el nifciero de comlte s que Incluyen a 

V (Contesta a las sigulerfbes preguntas sin contar: ) 

■8. iEn cuantos de los coViit^s no figura A? » 
9, iCual es la razon del numero' de^ comit^s que Incluyen a E al 

n\inero total de posibl% comltds? (^Has contestado a esta pr^^ 
gunta sin contar ^Bk^ "^^ 
10. iCuantos comlt^s contienen A y C? Puedes responder facll- 
. raente a esta'prfegunta siflmirar la lista de comites posiblps. 
."^ Observa que, como el comite {A, C, ?). tlene dos raiembros 
fijos, no hay mas* que un puesto por llenar. iCwantas 
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► posiMlidadea de eleocidn hs^ .para el tercer miembro?. Entonces 
en tres de lob diez pbsibles.. comltes estan juntos C y A* 

11. ^Cual es la r^zon del numero de comlt^s*posibies que inc-luyen 
a ambos, y E, bX n^mero de comit^s que Incluyen a B? * 

Cada vez que se escogen a tresr estudiajiteg j3e los cinco para 
algxSn fin especiar^ como miembro s de un comite, entonces los 
dos miembro,s restantes tambien quedan "escogidos", es decir^ 
^ eliminados de este cornitd, particular. En .o*ras palabras, la 
seleccion de un comity en realidad separa los miembros del club 
en* dos con Juntos • Una manerade seleccionar los miembros de un < 
cpmit^ es decidlr qu^ miembros del club no deben estar en el. 
Por ejemplo, si he decide^que un comit^ no^debe incluir a* G y* 
D, entonce? sabemos que esta forpiado por {A, B^ ^B"}* 

12. Indica Cl condt^ determinado por la condicion de que A y 
JE* sean esco^idos como no miembros; ^ , 

13. iOu^ dos *estudlanteg han sido escogidos como no miembros en 
(E, C)? La seleccion de un comit^ de tres miembros tam- 
bien \signific a la seleccion de otro ^comit^de dos miembros, ^ 

* a saber, los otros dos de los clnco miembros del club, Por 
ejemplo,~Xsr seleccion de [E, B, G} ^ determina el conjunto 
de dos miembros o comity {A, D)* ^ * 

14* Como hay diez posibles comit^s de tres miembros cada uno, 
icuantos posibles comit^s de dos miempTOs hay? ' 

15*. Como seis de los p^s^ibles comites de tres miembros incluyen 
a B, 6$J^antos dp Ids posibles comites de dos mieinjDros ex- * 
cluyen a - B?^ 

16. iCuantos de los posibles Qomit^s de dos miembros incluyen 

a C? — ^ 

17* Averigua Id respuesta al problemal^, empleando el metddo 

' * de llenai^^el puesto vaclo en el comite {C, ?}• 

i» - > 

Ejercicios- 7-^a 

,1. En el (Jlub {A, B, C, E), un comity posible de cuatro 
mlfembros es^ (A, D, E). 

' (a) HgLZ una lista^ de tgdos los posibles comites con cuatro * 
miembros.. . \ 
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(b) i^antop nderabros se ^xcluyen ' c|i<aa vez -que sfe foma un 
. pmit^ de cuatro ralembroq? • ■ . 

(c) ./kaz.una lista de todos I05 posibles comit^s c6n un miemb^ 

/ i i cada uno. . ' 

(d) / 6Qw4 relacidn hay entre el numero de comites poslbles con. 
/ ' cuatro miembros cad,a urio y el numero de comlt^s poslbleg 

/ con miembro cada uno? , 
-.'^4) iCuantos comites' hay en que esten todos los cinco miembros? 
2, ,iUn club tiene cuatro miembros a los que designareraos per . K, L, 

7m y N. . . . . ' • ' • . 

/ (a). iCuantos poslbles comites de es-te club pueden tener cuatro* 

; miembros? 'v 

/. (b) .iCuantos poslbles comites se podrlan formar con un miembro 

■ ^ cada uno? ' * • * . . 

/ (c) Indica todos los poslbles comites de un miembro. 

(d) A cada comit^ con un miembro le corresponde, de una manera 
♦ natural, un comlte con tres miembros, .6 Cual es esa' manera 

natural? . - " ^ ' 

(e) - Utiliza las preguntas (c) y • (d) para hacer una 1,1 st a 
de los" poslbles comites de tres miembros cada uno. 

? •. , (f) :paz una list'a de los poslbles comites de dos miembros 
cada uno. . * 

5. Haz una lista de todo& los comitds pTDsibles, e indica cuantos ^ 
comites de cada .tariiaSo hay en un club de tres miembros. (De- 
slgna esos mierabajos con P, y R. ) 

4. Haz lo mismo que se pide en el jjrobl^a 5, pero para un cl^b 
de dos raiemBros. Ll&nalos' U y V. 

5. Haz lo misW) que se indica en el problema*5, :pero para un club^ 
• ^ * de exactamente un miembro.* 

6. Una farailla podrla pasar sus' vacacipnes en cuatro lugares dife- 
rentes. Resuelve tomar dos de los cuatro y pasar urta parte de 
las vacaciones en uno y otra parte en el otro.* ^De cuantas 

' maneras poslbles se pueden sea.eccionar ^sos dos lugares? 

7. La refrigeradora puede contener dos eajas de helados. En la 
heladeria se venden helados de cinco sabor^s diferentes, y 
la famllia compra siempre dos cajas de sabores dif^rentes. 
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^ ^De cudntas maneras posliles *puede la faaailfa llevar a casa 
, dos cajas sabores.*diferente&? 

^ ■ - Con^truyamos una taBla que muestre el nilmero de posibles 
comit^s con un hiitnero d6.do de raiembros tornados de un- club de 
cineo miembros, Eaa' tabla reSumlra vai'los dfe los resultados " 
que hemos obtenido en las probleraas •anteriores. En un club , 
con'Glnco;,mierabros, hay 5 posibles comlt^s de un mi6mbro, 
10 comitds de dos raiembros, 10 comltes de tres' nlientoros, 5 
comites »de cuatro miembros y 1 comite de cindo raiembros. La ' 
se^lecclon de un coral te que liacluya a los clnco mleiibros del club 
slgniflca que hay cfero mlejnbros del club descartados, Entonces, 
podrlamos equlllbrar nueetra tabla dlclendoque ha^ un poslble" * 
Gomlt^ de cero miembros^ (Projpablemente quleras coraparar este 
convenlo con la observaclon de que hay exaetamente un cpnjunto 
vaclb. ) ' • , 

Si dlsponemos nuestros datos de acuerdo al tamafto creclente 
de los comltes, tenemos lai slguiente sucesldn: - 

■ 1 5 • . : 10 TO 5 . 1 

Estos seis njimeros nos dlceri de cyantas maneras posibles. ^ 
pueden escoger comllbes de varios tamaiios de entre^ los clnco 

^miembros de un club,* ^ ' 

* El mlsmo tlpo file, datj)]^, para un ^lub de cAaatijo miembros, 

•es el slguiente: j ' ' ' \ - 

. ■ • - • 1.4 6' if " " 1 

Asegdrate de que comprendes 'el slgnlficado de cada una .de estas 
clnco clfras. . * . * ^ 

&hor^ tenemos doa fllas de la tabla que estaraos construyendo. 

Ejerclclos de clase 7-ib • . » 

1* . part|-cular, ^que slgniflca $1 ultimo ' 1 de los datos' ' 
•1, 4, 6„ 4, 1? 

2. ^Q^^ .slgniflca el primer*- IJi^ * , ^ 

5* iCuales son los correspondlentes »numeros para un club de tres 



miembros? 
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4. «;C<5mo puedes interpratar los da 

■ , - 12 1? 

iOu^ datos de este tipo tenemos para* un olub iptegrado por^ 
* solamente. un miembro? < / • • ' 

Colecelonemos' en una tabia los datos' para los varios 
clubs. • Gada flla de la, sigui'ente tabl^ muestra la inf ormaclon . 
refer'&ite a un club de clertp. tamatio. , / , * , 

1 1 ^ ' ' . 

1,2 x: . . . . 

• *. .1 3 - 5 1' V .. .. . 

' "... ■ • 

: , ' 1 5 ' 10 . 10 ■ 5"' -1 . 

Examlnemos nuevainente el nijg:i}ero de^ la tabia que nos Indlca 
> Guantos posi^les comity de tres miembros se jE)uedfeA' escgger del 
^\ 4lub [A, fe> G, D, E}. iC^al de aos numeros 10^'de la tabla 
es? ^ * ^ ^ * - * ^ 

Un comite. de tres mlembros puede inclulr a E • o no inclulrlo. 
Estudlaremos esfeos dos casos con mayor detalle. < 

6. iCuantos pos^bles comit^s de, tres mlembros Incluyeri a E? 

7. Un comity t^ue Incluye a E eg^e la forma (E,, ?, ?). i,Guantas 
vacantes aparecen? , iCuantoB tMSmbros hay dlsponibl*e^^|ara 
llenar esas vacantes? . • • * 

8. ' 'Tf nlendo presente el prob^ema 7, corapara'la respuesta al 

' probleTna 6 con el nilmero posible de comlt^s de dos ralembros 
tornados de un club de c\>catro mlembros. 

9. iCuan^tos poslbles comit^s de tres mlembros ^xciuyen a E?^^ 

10. ^ Un comite que excluye, a E es de la foma . f?, ?j ?] ""Sonde 

ningdn espaclo en bianco puede ser llenado con E. ^^Guantos ^ 
espaclos en bianco aparecen? ^Guantas poi^ibllldades tenemos^* 
N de^llenar esos espaclos en bianco? ^ ^ « . , 

11. d?enlendo presente el probleraa VO, la respuesta al problema 9 
- es la'mlsma que: el numero de comites con (6cu^ ^ ^s?) 

mlembros tornados de un club d^ . _ (6Cuantos?) ml^bros'^ 



. ' : El Isuinaro \ 10 : es -la siima de l^^dos numeros § ' tjue 
son log mas Rj^oxlraos. a en la ril^ ayit^rlQi:**. \ t ^ 

La tai)la^que hemo^ estado^ estudlanQ e^/una parte ^ del cUadro 
cpnoeido con- eL nombre de ,triangul6 de.' Pascals , (El matem^tlco ^ 
francos, Pascal, en el siglo 3C^I, ed(ntrlbu/6 al desarrollo de la^ 
geome'tiS^ y de la teorfa de las pr;^abll±dades»^ La, tabla se 
pareceria Bc&r\ mds i^^i^gufe si le piasi^raiftos lan, , 

v^rtl6e eh la parte^ vgulj^rlpiv; algunas -vece? se Hace asl, ' pero 
no rios referiremos a el> en.es te curso,^ En nuestra vers'iSVi del 
trlangUlor de Pascal,* l&s fllas primera,, segunda, t^ercera, /c-uarta 
y qulhts^muestran Ids numeros de comltes poslbles tomados de un^* 

/club Con; uno, dos/' tres, cuatro y 'clnco mlembroB, respectivam^te* 
Copia, el- **trlangulo" y agrega la flla correspondlente a'^tan club ^ 
de seis mlembros, . ^ ^ ^ 

U Verlflca\que t<^On exaepci6n de las cifras uno) ^todo n-^Mea^o 
de la tabla es la suma de los ^dos •nuinej»os mds pr6xlmos a 
ella situados en* la flla anterior, - 

2. (a) iOwe slgnlflca el 6 de la cuarta flla? « 
(b) iQu^ slgnlflca el primer 5 *de 1% tJercera flla? 

3. (a) iQu4, sigijlf lea ..el. s%gundp 15 de la s^x^ flla? . • ' 
C^>) iOw^ slgnlflca el segundo '10 de la qulnta flla? 

4. (a)' iQu^ *cifra Indica. el nuraero de comltes poslbles de dos» 

mlemTDi*os-, tornados de un club de«sels ralemTaras? 
(b)„'^Qu^ clfra Indlca el ntiraero de comltes poslbles de un 
' mlembro, tornados de un 'club de clni,co* mlem"6Vos? 
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*■ . ■ ■ 

• ■ • . ■ » * ; ' •. • > 

5. Un club tlgne seis mlembros qwe denptaremos con i^f, B, C, D, E 

y P« - ^ V ■ \ *. > 

. (a) Algunoa, de loa posibles comit^s de^ dos mlembros. aon [A, B), 
C A, C} y (C, E) ." Haz una llsta los qi*ince comites de 
'este tipo. (Escribe' tu li^ta de arriba abajo en una ho'Ja 
de papel, empleando quince fllas. )• 'V 
—(b) A la derecha de tu respoest^a a (a), haz .una^ llsta de 

todos los poslbles comlt^s de cuk^ro mlembros. Espeolflca- 
metjite, escribe aX lado de cada coral de la list a que has 
* , hecho»paa?a {a), el comit^^ciayoa cuatro mlembros estan e^^'--^ 
cluidos del coni^t^ ' de dos mlembros. Ppr* e^gmplo^ una fila^ 
>de tVi respue^ta .se;r^a . ^ . • • ' \' 

> (A, C) • *{B, D, E% n ^ ^ 

(c) 'itespues de que hayas escrlto tu llsta de comlt^s de cuatro 
, * mdembros cada uno, indica cdmo puedes obtener el numero dfe 
i ^-esos comites poslbles sum^ndo dos. numeros bbtenldos de la 

qulnta fila del trlangulo de Pascals 
* {6) Haz una lista completa de todos los comlt^s poslbles de 
tres mlembros .cada uno. • 
(e) ^Coincide el n-dmero de los comites enumerados en (d) con 
algun niSmero obteftldo de la qulnta flla del trlangulo de 
Pascal? . 

6. Halla la s^ptlma flla del trlangulo .de Pascal. 

7. Hal\a la octava flla del, trlanlgulo de Asc^l. 

8.. iCuales son los prlmeros dos niJberos (de la Izqulerda) de la • 

flla nura^ro velntl'tres del trlangulo *de ..Pascal? 
9. • iCuaies' son los dos*\$ltlmos numeroS (de la derecha) de la flla, 
'numeVo clncuenta y slete del trlangulo de Pascal? 



7-2. Ptermuta clones . ^ * • — 

Suponte que el club cuyos" clnco' mlembros" son A, B, C, D y E 
nombra un comlt^ e jecutlvo -^ara representarlo. El comlt^ ejecutlvo 
tlene tres mlembros: B, D y E.* En una seslon del comlt^, estos 
tres mlembros declden aslgnarse responsabllidades. Uno de ellos 
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debe ser pl^ol&ljgente, otro secretario y el tel*cero tes^orero* *iJ)e 
cu&itas, maneras' o-i^es'^que se pueden^dlstrlbtiir estos cargos entre 

Tos tres? * . - . * * * 4 

\' . . ^ " * , - I- 

* * EJeroiclos ^de clase T-2 

U SI se designa a 35 comc) p3?esldentfe, ^de oiaaxTtas mantras 

dlferentes se pi^eden dlstribulr ^t)s otros dos cargos entre* 

B y E? , . • - / - 

;'2* Escribe, una lista de estas iiiodalldades .en det^alie, 'Indlcando 

qu^ cargo tendrla cada miembro. ^ , 

^3* JSi se el±ge a E como presidente, e,de cu^tas maneras pueden 

^ "darse cargos^ a los otros dos miembros? . 

K ' cuantas maneras se pueden aslgnar las tres cargos* a JLos 

tres mlembros si B es prejfeldente? 

5/ ^De cuatitas maneras dlferentes pueden aslgnarse lo§ tres 

cargQS a los* tres mlembros del comlt^ ejecutlvo? , • * 

" Ejerclclos 7-2a * , 

1» Uh club tlene ocho mlembros cuyas Inlclale^s son A, B, 

E, G' y Un'comite ejecutlvo {A^ F> H} dlstribuye 

lo3 cargos entre sus mlembros*, Una manera poslble es: 

• Presldente f^y Secretario H y » Tesorero ^F, 

(a) Haz una llsta de todas las maneras posl^les de aslgnar 

\ estos tres cargos a los tres mlembros del, comity de 
* . * " ^ - It* 

manera que cada persona tenga uno* 

(b) iCuantas ^maneras hay? 

2. . Cuatro Jdvenes — Pablo, Rlcajdo, Samuel y Tomas — participaran 
uno tras otro. en una cagr^era de postas* 
(a) tfn orden de p^rtlda poslljle es el slgulente: 

Prlmero, Pablo; segundo, Samuel; t^rcero, Rlcardo; 
euarto, Tomas, Haz una llsta de todos los poslbles 
drdenes de partlda, Ndta ; Una manera de hacer esta 
llsta es fljar las posielones y tabi^lar luego a lo« 
JcS^enes cfue pueden llenarlas. (Usa las letras P; R, 
^ S y T para cepresentar a los-Jdvenes, ) ^ Tal tabla ^. 
podrla comenzar asl : . 
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■ ^ . Corapleta la lista / cons^rvala para usoS futwros. 
(b) ^Cuantos ^quipos dlfferentes hay en tu lista? 
Se hace'una encuesta para conocer las preferenclas del publico 
respecto de las paWtas. *^Cada persona interrogada tiene-^que 
indlcar cual de las sigulentes Cprmas 1& gusta mas, cual pre- 
flere en aegundo lugar, y cual le gusta menos: patatas frltas, 
pur4 de patatas y pataWs asadas. 'iCuantos ordenes dlferentes 
de preferencla son poslbles? ' ^ '* ; 

Se (illstrlbuyen tres dlferentes obsequlos entre tres nlftos. iHe 
cuaiitas . maneras dlfererite^ se pnaeden. distribuir, los obsequios? 
Se van a asjlgnar las 'poslciones de cuatro ca"^allos.en la salida 
de una carrera. ^De cuantas maneras se pueden dlstrib^ir los 
.caballoQ entre las . poslciones primera, segtinda, tercera'y 
cuarta? Si prefieres, ptpgdes utilizar la respuesta a otro pro- 
blrana de este conjiinto de ejercicios en vez de'hacer una nueva** 
lista. 

TJn vendedbr trabaja cinco dias por seinan%, y tiene Aientes 

. cinco ciudades* Acqs^umbra pasar cada dla* de la semana en una 

« 

' citadad distinta* San Jos^ esta a solo sels mlllas de su casa 
y pasa en fella todos los lunes* ^ Como no le gustan los viajes 
rutlnarios^ quiere pasar los otros cuatro dlas de la .semana en 
las cuatro ciudad^s restantes de tantas maneras, comb sea posi-^ 
ble*' ^Cuantas semanas puede trabajar sin verse obllgado a re- 
petlr nlnguna' de las rutas? ^ • - ' 



,7.. Una 'secret-aria tiene cuatro sobres dirlgidos a Arias, Barrios, 
Cruz y Belgadp, respectlvamente. Tiene adem^s cuatro cartas' 
dirigidas *^. estos seSores, y pone una* en ca'da sobre^ l^f^ 
cuantas maneras. puede hacerlo para Q^e una o mas cartas, sean 
colocadas en sobres equlvocados? ^Sera posible coiocar 

exactamente una carta en sobre equlvdcado? ' ^ * 

^ * ** . , • ^ 

■ . ■ . • ^ ^ • 

Hay una difer.encla obvla: entre problemas que atfabas dje* • 

resolver.y los- problemas de la Seccidn 7->Vs.&i .esa seccidn, el 

^rden en que .indicabas a laB personas no tenia inrpojatanGia, "Por, ' 

ejemplo, el coHiit^. (A, B, C> ■ era el mismo ique el .co1nit^*# / 

{C, B, A}. ' Entonces-, Yios Interesaba sol amen te el 'con Junto que 

cofi tenia los tres elementos A^ B y • C. 

En el ultimo grupo de ejerclcios' de cfase, hemos formado 
comltes ejecutiyos de io& In^ivlduos "B, D y E. Convengamos • 
en que, cuando nombremos un tal comfte, el primer nomb^e co- " 
rregpo'ndera al presldente, el ^segundo al secretario y el ter- 
cero al tesorero. Entonces (B, D, E) represeritaria A B 
corao pre^idente, a D corao secretario y a E como 4;esorero. 
Por ejemplp, el cbraitd ejecutivo [E, B, t)) serla dlfer^nte 
del comite ejecutivo {D, E, B}. En el problema de la carrera 
de postas, el equipo PTRS • seria diferente del equipo RTP's, 
porque ej ,orden en el cual corren los Jdvenes es d-iferente. En 
el .problema 5 del ultimo cdnjunto de ejercicios, la preferencla" 
(pur^, fritas, as^das) es diferente de la preferendla {fritas, 
pur^, asad&s) ^debido al or den en que se prefieren. Los problemas 
como ^stos',* en que es Importante el orden, .&e llaman/probleraas 
de pennu taciones . * - \, ' 

En los problemas de permutaciones interesan las diferentes ^. 
di spo s icione s (u ordenaclones) de Jos objetos o personas. Diremos 
que PTRS y RTPS son dos . permutaciones diferentes de P, R, S 
y ^T. Asi, en el problema de la carrera de postas,' queremos 
contar el numerp de perTOUtac3.Qnes de cuatro cosas^ a saber ^ 

S y T. En el problema de la encuesta^ necesltamos contar 
*el numero de peirou.taciones de tres cdsas^ a saber,^ tres maneras 
de preparar patatas* 





• -287- • • I ^ \ "^"^ 

V Definlcddn. Una pemutaci6n "de un colajunto -de elementos es 
' ^ una dlsppdl^^n .de los^ elementos' deX conjun€o en cl^fto prden. 

Como con tar las permutaolones ,, » . * , 

Hasta este momento hemos' contado el numero de p^mutaciones 
consJiPtfyendo listaa* Jieb.es hacer las listas c€f9Ldado3ainente, de 
manera ordenada y sin omitlr ningun'a permutacion. Necesi;fcaiflos, , 
pues, un m^toda magf rapido y efleient^ para contar las perraijta- 
cio^nes, espepialmente si el numero" de obj^tbs que*hay. que perrm^'tar 
es gr^de. * ^ y, . - 

^ Si»p<5hte, que quleres Indicar tu preferencla ppr tres sabores 
de hel^dos— valnilla, fresa y chocolate (que designaremos con las 
letras V, f? y e)» Quleres deslgnar tus pref erenclas •en el • - 
orden, ^ prlmeroj^ se^undo y tercero. ^ Tus ^^Istas posibles son, por 
GoluimaB: ' • » 

. -1 ; ' - 2 . 3 ' 

. V F C F V G. C P V 

: V c. F • "p c .V . c .V p 

• . ?' . ~ ' • 

Observa que V es la prlpaera preferencla en la columna 1j P es la 
primera preferencla en la colutnna 25f y C es la prlmera preferencla 
en lar columna* 3. .Esto lndlca> que' ^uedes. escoger tu prlmera prefe-' 
rencia de cualqulera-de estas 5 manera?.' Supdn que has escogldp 
a *y como p3?iin^ra preferencla. Quedan dos m^uieras 6e escoger una 
"^segynda preferencla: q tiien- B o bien^ C (como'puedes ver en la 
columna 1)J SI tu primer^ pref^r^n^la hybiera sido P, ide cuantas 
maneras hubieras podldo escoger la segunda? SI tu prlmera prefe^ 
rencia hublera sldo'^C, ^de cuan1;as m^oier^s hubieras podldo escoger- 
la segunda? Co^o cada una de las *prlmeras preferenclas puede esco- 
gerse de 3 maneras, y puesto que para cada una de**ellas, la se- 
gurida se podrla escogen de^ 2 iBane^as, 6<5^sl1 es el numero total de 
selecolones poslbles p&ra las do"^ prlmeras preferenclas? Es de 
esperar que rsspondas 5 \ 2 maneras* Queda una sola poslbllldad 
de seleftcldn pai^a la tercera gr^^fer^cla* Entonces, el numero 
total de preferenclas es 3»*. 2 • U 



Otra manera de tratar este* problema es^ emplear cuadros para 



inclicai^las preferencias»\ • 



Pajfa tu primera -pref erenci^ tlenes^ 5 posibles selecclones, que 
puedes Indlcar con un 5 en .el primer cuadrb. Una vez.que se" 
ha <3ado 'la pripmera prererencla, tlfenes sorameate dos poslbilldades 
para escoger la segunda pref erencia. Esto^;^* indica 9olocando lih 
^2 en el ^seg^ndo cuadro. /JUiora, haT^iendo %soog4do tus dps pri- 
merag pref erencla^V hay mds que ungi tercera pref erencla. posible 
que Indlcas. con un 1 en^»el teroer cuadro^^ Entonaes, el i3iumei*Q 
total de preferenclas' es"^ 5 * ^2^* U Observa otra vesr que para 
*cada *eleccl6n de la 'primera preferencia, hay dos elecclones pdsl- 
bles para la Segunda. * 

Como otra ilustrat^ldn de este metodo^ cdnslderemos los posi- 
bles ordenes de partlda para los borredores de postas del eqiiipo 
Pj R, S y *T estudlados en el problema 2^ EJerciclos 7-2a. Como 
primer corre dor ^ podemos escoger a uno cyalquiera de los cuatro 
J6yene*s* • Indlpamos esto escrlblendo un niimero 4' en el prlmerv 
cuadro del diagrama slgulente: 



1 



Hablendo escogldo el primer corredor, ♦podemos toma^ a cualqulera 
de los" 3 ^J6vehes restantes para ocupar la segunda poslcl6n. 
Para cuaiquier eleccion espeeiflcada de las dos primer as pG^si- . 
clonfes, tenemos dos elecciones posibles. para la tercera p^|^* 
clon. Plnalmente^ hablendo tornado tres Jovenes^'-no queda ilas 
que 1 * poslble elecci6n para la cuarta ^oslcion en el equlpo. 
En consecuencl^, el niiiherp total de ordenes de partida posibles 
'es 4 • 5 • 2 • 1 = 24. Estas son las 24 ordenaclones de 
PRST que has encontrado anterlormente . « • 

EJerciclos 7-2b 

1.,. Se trata de fomar numerales de dos digltos empleando los 
dlgltos 6, ' 7 y 8. Nlngun dlgito se debera tomar 'mas de 
una vez en cada ordenaclon (es declr, no se permiten nume- . 
rales como 77 )• 

(a) ^Cuanta^ maneras ha^ de eleglr el prlme'r dlglto? 
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(b) ,Hablendo escQgl^o el primer dlglto, icuantas maheras hay Jn4 
• ,• de' «legir el sejgundo?. • . 

(c') iCuantos numerales\^de Qqs- dlgito^ del .tipo permitidb - 
f * pueden es'crlblrse? (Deja pia -respuesta como product© indi- 
cado.v) ' ■ . ' « 

En lbs sdgiilentes probl#mas deja todas las re spues tas/Cofeo pro- , 
^uctos indfcatios. (9 • 8 no debe escra^trse como^ .72*) * 

2., Usa los dlgitos K 2> 5/ 5, 6> 7^ 8 , X 9 para formar :nu- ^ 
* meralos de dos dfgltas como en el probl^iaa U \iCuantos se 
pueden forraar? " " ' * • *! 

3, iCuantas "palabras" diferent^s de dos letras pueden foijnarseu 
"empleando la§{ letras de nuestro alfabeto? iJitiguna letra 

debera usarse mas de una vez en cada ordeiiaciiSn. ^(No es nece- 
.sario que la "palabra" formada tenga sentldo — jla dlsposlcidn - 

de, dos letras gt es una "palabra"" en este sen^dol ) , v 

4. 'Usando los dlgltos 6, 7, 8 *y 9' sin repetlci^n (corao j^n el 

problema 1), ^cuantos numeral es de cuatro dlgltos pueden for- 
raaBse? " ' • . ■ 

Usa lbs dlgltos .1, 2, 3, 4, '5, 6, 7, "8 y 9 sin repeticlbn. 
(a) iCuantos nume^ales de tres difeltos se pueden fomarv 
' (b) iCuantos numerales de cuatro. dlgltos se pueden 'formar? 
t (c) iCuantos numerales de sels dlgltos se pueden formar? 
6. Cuatro per^onas entran enTHjna "habltacldn que contlene 15 
slllas dlspuestas en flla. ^De cuantas maneras dlf erentes ^ 
poi^TlBJi ^entarse ^ las persongis 4n fila?^ 
7^, Supon que hay n slllas colocadas err f Hay y se van a 

sentar dos per^^nas. \ ^ 

(a) ^Cuantas posibles colocaclones tiene la prlmera persona? 

(b) ^ De^pues qoe la prlmera persona se ha sentado, ^cuantas 

dolocaclones dlf erentes tiene la segunda pe^'sona? 
Cc) ^Es tu respuesta a la pregunta l^b) la mlsma pa^ra cada 
sllla que pueda escoger la prlmera persona? ^Por que? 

(d) iCuafttos pares de slllas* pueden escoger las dos personas 

(e) Halla el nupiero de m^eras de que tres personas pueden 
escoger slllas entre slllas colocadas en flla. 
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(f ) Halla el niimainD de maneras die que cuatro personas pueden 
~- • » ' . . • ^ ' ^ 

- esWgei^^ slllas .entre ^ n slllas colocadas en fila, ' « 

En el problema 1 del grupp anterior de ejerclclos has hallado 
el mifcero d^ permutacloneS| (u ordenaciones) de 5 cosas dlferentes 
tpm^da^. 2^ a la -vez* Usaremos el simbolOv g Ps^^st este numero.* 
En el problema 3, se'te pldlo hallar P^g g, el n\5mero de permu- , 
taclones de 26 cosas dlferentes. tomadas 2 a la vez. Usando 
eata notacldn, en el ^problema tCd) queremos hstllar^ P^ r>j en el 
problema 7(e) ijueremos hall*ar el numero de. pernio taolones 

iie n dlferentes objetos, tornados 3 a I?a vez, 
♦ ' En general, declmos\ Qi^e 

P^. r " ^^w^®3?o d^ permutaoiones de 

n dlferentes objetos, tornados * 
^ ^ ' r a la vez, o r a r,- - 

- - De acuerdo con tus resxiltados de los problemas anterlores. 
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„ •. P^^2 = n(n - 1) . P^^ j = n(n - 1 ) (n - 2) 

El simbolo P ^ tiene sentldo solamente cuando n y r son 
n,r X . 

numeroB naturales X ^ S ^* 

Hay tin caso particular de P que es de mucha Importancla/ 
el problema 4 calculabas "el ^numero de permutaclones de 4. 
objetos^ tornados *4 a la vez", o, en forma abreviada, P|^ i^. La 
respuesta era Pi^ 4 4 • 5 • 2 • 1, Este es el producto de 
toctos los numeros naturales en aucesldn desde 1. hasta 4* En ' 
forma *andloga^, ^ = 5 • 4 * 3 2 • 1 es el producto de^todos 
los numeros naturajes desde 1 hasta 5# Tales productos de 
nilmeros naturales suceslvos apareeen con frecuencia en materika- 
ticas y los deslgnamos con un simbolo egpeqlal. Escribimos 
5i « 5 * 4 • 2 • 1 y leemos 5I comb "factorial de cinco", 
De modo analogo, "factorial de cuatro" es 4j = 4 • 5 • 2 • u 



En general^ factorjlal de n (escrlto nl) 34.^1fl9a el ;p3?o-- 
dtictp de todos los numeros .ii^atiarales en sucesldn desde ,1 *hasta n. 
Entonc'eBj • * * . ^ ^ 

• , _ .-^i . - f ^ ■ . 

* nl = n . (n - <n - 2) • . . . • 3' * 2 ' 1 

Observa^qtie es iKualmente correcto e^cribir * * . ' 

. ■ . ^ :^ ^ ^" ' . ~ ^ ' * ~- 

nl - 1 • , ? • 3 * . ; • • (n - 1 ) • (n)V . ' 

En bueha part'e de nuestrp^tWbajd eB *^robatolement!e cbnvenlentie 
^ escriblr nl como h • (a"^ 1) • • 2 • 1,.perp puedes escrf^b^ 

nl • 2 3 y • n^ si as! lo deseas, * 
^ • . Verlf.lca, en \jina hoja de papel^ lo sigulente: * ' 

. U = 1 , . • ' . , 

21 .= 2 1 « 2' ' 

• . 5» 3\ 2 • '1 = 6 , . -. * . . • 

■ ■ . • , ' • .• ' . -"^ 

4i 4 . 3 • 2 • 1 = 24 • ' 

■ ■ , ^- , ■ ■ . 1 ... • 

51 = 5 * ^ * 3 • 2 • 1 ^120 . 

6i = 6 . 5 . 4 • 3 • 2 1 = 720 ' " 

71 = 7 * 6 • 5 . 4 . 3 • 2 • 1 = 5,040 

' . . ' 8i 8 . 7 . 6 . 5.* 4 • 3 ^ 2 • I = 40,320 

Como ves, la factorial de n crece^muy rapldamente a medida^que 
n crece^ Entonc.es^ (51 signo de exclamaclon " I " es apropiado 
* para este uso» (Para expresar el mlsmo sentimlento, lbs matema- 
ticos^lngleses leen algunas veces ni como "n admlrffclon"* ) 

En nuestro trabajo aobre permutaciones hemes observado que ^ 

{niJmero -^Je permutaclone^ d^ 5 ] * * 
objetos diferentes, tornados 5> « 51 ^ y 
a la vez J * 

inumero de pemutaciones de h 
objetos diferentes, tomadps 4' 
a la veE J 
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Etopleando argumentos cfomo- los* de los parrafos anteriores, podrlamos 
convencemos , de qu« es clerto^^lo slgulente: 

Si n es \m niSmero natural, el numero de 
. p.errautaclonesXcle n o^Jetoa dif erentes, " ^ 

• . tomadog, n a la vez, es factorial de , n. , , . 

En slmbolosj escrlblmos > ^ 

'1. E3q)resa en forma de prodvjctos las slgulentes factorial es 
(a)-~6l • (^),71 (c) i6j (d) 15^ 

2. Observa.que 4j = '4 • 5 • 2 . 1 = 4(3. • 2 • I) = 4(31 V 
manera analoga, escribe en t^rmtoos de una segunda factorial 
cadaTuna de las sigulentfeS factorlales: . . " 

.(a) 7i . M 6l , (c) lOi (d) 121 

* - « * , ******* * ' * 

3. Halla' el cociente de* 14I dlvidido per 13I tfiln e^fectuar 
nlnguna multiplicacidn), .... 

4. Muestra, sin efectuar nlnguna ioultiplxcaci6n> que 6J es el 
prodx^to de 6, 5 y 4l . . ^ . 

5. La factorial de 10 es el producto de 10, 9 y otro factor. 
ACual es ese tereer* factor? 

6. 'Muestra. que 621 es lo mlsmd qu"e 62 • 61 • 60i . 

7. , ^Cuantos 6rdenes diiferentes para batear son posibles pa^'a uh 
« equlpo de b^isbol de^nueve Jugadores? 

8. ,En un bote para reg^tas hay 8 asientos, uno^detras de otro^ 

iDe cuantaS; raaneras j[iueden disponerse en esos asientos los 8 
mleiubros de^un equlpo unlversitario? 

^Guant^as, permutaclones se pueden formar con las letras de la 

palabra "escolar"? ' • ' 

10,- Si uno de rlos raiembros de un equlpo de bpisbol .lanza siempre 
la pelota, (.de cuantas . roaneras dif erentes se pueden disponer 

• los'otros miembros para ocupar las otras posiclones del.-Juego? 
S6lo Tiay nueve nileinbros disponlblee para el "equlpo. 



^ ^^Q- propledad multlpllcatlva general . * ' 

; En nuestras reflexion^s sobre disposlclone§ y elfcciones, 
^ hemos hecho uso frecuente de la sijulente propiedard ; 

> Propledad multl^llcatlva^ ISi una operaclon puede hacerse de « 
m manerks y^" ^espues de haberse heoho de' una de 
esas mane r as , puede hacerse un a segunda operaclon 
. de ri * maneraSj entoj^pefe las dos operac^^ones au - 

. ' ■ ceslvas pueden hacerse de m x n mane r as > ^ 

Como ilustracidn informal de esta propledad, Imaglna el pro'- 
blema en que te encuentras para ed»coger helados en una heladerla. ' 
Tlenes -para escoger 3 . sabores de helados (fresa, valnllla y cho- 
colate)* Despu^s que . hayas escogldo^ el sabor del helado debes ;^ 
elegir uno ,de 16s 2 ^rocubrlmlentos (mermelada o nuecesY. Puedes 
efectuar la primera elecclon de 3 maneras y luego; despu^s que > 
* hayas escogldb un sabor particular', pue^es* hacer de 2 maneras la 
segunda eleccidn. Eritonces, el n\5Tnero total de helados con ^recu- 
brlmlentos dlf erentes ,es . 5 ♦ 2, es decir, 6*. En palabras. 



{numero total de hela-* 
dos con recubrlmlentos 
diferentes 



niimero de 1 rm%ero de V 

< sabores > x ^ recubrlmlentos >* 
diferentesj . [diferentes • * J 



Como seguricla ll\|stracl6n, pregunt^monos : ^Cuantas pbslbles 
placas de llcencla hay .si cada pjaca lleva una letra segulaa de 2 
dlgltos? No se pemite usar .el e^ro como primer dlgito. ( 

Pensemos el problema en termlnos de nuestro. diagrama de*^ * 
cuadros. ^ ' ' * 
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*E1 primer lugar de la placft puede llenarse de 26 maneras poslbles, 
pues podemos emplear una cualqulera. de' las 26 letras del alfabetb. 
El jsegundo cuadro puede llenarse de 9 maneras, pues' ne podemos 
emplear cero en esta posiclori. En la tercera posicitSn podemos 
escriblr uno cualqulera de Xos 10 dlgitos. Entonces, hay en. total 
26 . 9 • 10 = 26 90 = 2/5^0 diferentes placas de llcencla posi- 
bles. . ; »^ . • » 

Observe que en el ejemplo anterior hemos erapleado la pj?opledad 
multipllcatlva para tres> operaclones suceslvas. En realidad, ' 



pensamos con :freouencia de esJba megiera cuando se trata de efe§ttiar^ 
elecclones sucesiva^t, r ^ ^ 

E.1er6lclos 7-2^ \ • ' . 

1. **Un Joven tiene siete camlsas y cuatro pares de palltalones. 

■ iDe cuantas'maneras cllfei?ent;es/'puede ponerse una camisa y un 
par de pantalones?^ . / . 

2. Uii equipo de'l3(|isbol tioae cinco lanzaclores y tres recep^ores 
de pelo-ta^ j^Cuaotas "baterlas jque consisten en \in lan?adbr 

y tin receptor) son posibles? • 

3. Si las dos priraeras letraa- de la clave de una estacidn tele-^ 
• vlsora deben . ser KT,$ icuantaB claves de cuatro leVas dife- 

rentes son poslbles.? ^ 

4. Un programador de radlodifusi^n tiene ^^0 discos en su oo- . 
leccic5n y quiere hacer un progratna de dos diacps diferentes. 
^Cuantos prograiuas puede- hacer? (Considera como programas 
diferentes a dos que tienen los mismos discos, per© en prden' 
dif erente. ) ' " • ' . . • 

5. Un a^Kalizador tiene seis banderas. Los emblemas de las 
diversas- banderas son: una franca, un pun to, un triangulo, 
un rectahgulo, una barra y wi cfrculo, Se puede transmitlr 

. una seELal* median te .dos banderas, leyantando una tras *otra. 
iCuantas sefiales 'diferentes son posibles? 
6., l^Cuantas, placas de licencla .se, pueden hader si cada una debe 
llevar un& letra segui'da de tres digitos? (El priiaer dlgito 
• no debe ser cero. XJomo en la ilust'racion arjterior, se per- 
mite la repeticlon de'digitos en los dos ultdSios lugares. ) 

7. • -Un conjunto de *cinco bar\deras tien^ una de cada uno de los 

Siguientes colores:. rojo, verde, ^arillo^ azul y ^la^co. 
.Se deben izar' tres banderas^ una debajo de fa otra,\ en el ■ 
m^i^rao mastil. ^Cuantas disposlclones diferentes soj^ posibles? 

8. ACuantas diferentes placas de licencla se pu^en haber em- 
pleando dos letras se^ldas de dos dlgltos.? El primer dlglto 
no debera ser cero. 

9. iCuantas placas de licencla se podrlan cfnstrulr erapleando 
Guatro dlgltos, slendo el prlmero * dif erente de cero? 



10. Un es-bucllantfe tiene 10 librbs dif erentea^* <3e Xos cuales 

quiere disponer • 5 §1 esjbant5$ de su esQrltorio*- . -ieudntas , 
(Jlsposiciones son posibles? ^ ♦ • * . • " 

Una fdrmula general para lias pei^nutaolones ' ' ' . . 
. ' SupjSn que teijemos unC couitSHf. die sietf^^^agidera^^ c^da una de 
41ferente coloc? iCuantas s^aales diferentesjpodeinios hacer con . 5 
.bancte3?as, *izada? ^vertlcalmenW en ^ 
1^ Una^seBal significa, pue«^ tinardisposicfoh ple X5^ cie las 7 
ban<3eFSts o, como hemos dlcho,* ungt p^mut%clon de 7 pUJetos^ torna- 
dos 5"' fit la. vezv ^pmo recordarjis, hemos ©mpleaclo'^ el slmbolo^^ 
^ primera band^gi puede elegirse 
tOTaj^njdo xs^^a cpalquiera de entpe 1 as . ^ 
.7 posiblesy Cuando s2 ha^hecho esto, 
quedan B poslbi^lidades para la se- . ^ 
gunda bfiondiera* Despues. de haber toma^- . 

do ambas^ quedan 5 maneras de eleglr ia tercera ba^der^* Pox; la 
pi*opledad multlpllcatlva, ei n-umero totaul de peiTOutaclonefet ,es 
7 / 6-56.. 



V, • .■ ■■..•^7,3= 7- "-...Ar.v ■ . 

Esta maner,a de ,pensar nos pennite escriblr una foitoul a general 

para el numero de permutaclones de n objetos, tomfidoa a la ' 

ve2» , Hay n. poslbilldades :para la primer^^^leccion; luego, cojno 

quedan (n objetos, hay ^(n « l ) posibilidades para' la se-- 

gunda elecciiin, (n - 2) para la tercera, y asi sucesivamente^ 

Debe habe|? r etapas en^ es-lje procedlmleritof'una para cada uno de 

los obj^'tos que se usan en la permutacio^*- Per conslguiente, habra 

r' f ac tores ^en el product© final. De acuerdo (^S^^Bto^ ^ , 

'.ip * ^ n{n - l)(n - 2)^.^ hasta r factores, donde r < x^. 
^ n^ r , . * * -I '-^ 

Como llustraclon, vemos ^ue , ^ 

; ■ . • . • * . " . 

* ?7 = 7 « 6 » 3 ' jt, ' ^. f cuando n = 7, r = 5 

1*0, ^ V ' ' ^ 

• > 5 factoids 

. y '^24 5 °^ ^24 ' 2^ » 22 , cuando n = 24, r = 5. 

* 3 f actores ^ ; ^ . - 



.» . EJerclclos. 7-2e s ^' ' 

Escribe el producto ' 49. • 4a • 4? * 46" • 45 • i^4 I 4$ usando 
la forma "P^^ r* ' * . - ' 

(a) Escribe' el ndmero ^*j2^ ®^ -f oiroa f actorlzsida (pero no " 

6fect\5es las-multipllcac±ones). 
(Jj) Escribe el producto de P^2 3" ^ en forma desarrollada 

'(pero no ^efectiaes las^raultiplicacionep). , 

<c) ^iEa §1*2,3 • - P^g^ia-^ iPor qu^? 

Expresa " P,« -5. como cOciente, de dos niSmeros*, 6ada lino de los 

c-uales sea \ma factorial. ^ (Sugerencia; Consul ta el probl^ma 

2(c).) * ; v., • / ^ . • " 

(a) Escribe el ni5mero Pg^ en. forma de prod-u6'to (pero no • 
muitipliques), , ' A 

Cb) -Escribe el producto <3e PgQ 4 J en forma de pro- 

ducto (pero no multipllq^es). • ' ' • • " • 

(c) iQu^ nombre^ Qonveni"ente. tendremos. para el pro due to en ' 

, (1^)? . ' ' ; . " ^. .* ^ ' 

Expresa Po/^ )■ como cociente de dos niimeros,. siendo cada 

uno -de ellos uria factorial. . . « . 

. ■ ... . ■ ■ . , .. • , - « 

Los p;poblemas 2,^3,, 4 y 5 te sugieren yna manera-de e:)qpre- 

sar P^ en t^^gSiinos de factorialek*. Escribe P„ „ como 
. n,r • i 

un productq, al igual que en el parrafo que precede a estos* 
ejercicios. * . 

(a) . i.Por que factorial clebes multiplicar^ P^^^^ para obt^ner 

(b) Expresa^ P^ 4.corao cbciente de dos n^raeros, siendo .cada 
uno de ellos una , factorial. ' . 

Un mono t<3ma una raaquina de escribir ^, oprimie|^o 5 dife-. 
rentes teclas sucesivamente, escribe una "palabra siraiefeca" 
jde cinco letras. ♦ 

(a) iCuaptas posibles "palabra's simlescas"- de cinco letras 

(b) ' 'iCuantas Slf erentes "palabras simiescas" de 26 letya^ ^ 
^ cada una serlan posibles? ' (Deja tu respuesta en forma . 

de producto. ) . *>>4- . ' ♦ 



*(c) iCuantos dfaa necesii'krla*e], mpiK) para > escribir xina lista 
•completa ae. "palabras simiescas" 5 letras, si pudiera 
escElbirlas a xtazon de una palabra por segundo? (iSup6n 
que el morfo un .mecandgrafo" Ideal que^^no comete errore -. 
ni se detiene a comer bananas mlentras trabajai ) 

8. TJn. nrarcador. telefdnlco tiene una .perforaclpn circular para cada 
:un<5 de los dlez; dlgitos. 

(a) iCu^os nxlmeros telefonicoS de clnco[ dlgltos .son poslbles, 
si. no se >replte nlngvSn dlgito? 

(b) iCuantos numeixjs telefonicos de clnco. dlgitos son poslbles? 

9. Clnco Jugadores" de un -equlpo de futbol pueden ^^^^iv^^mp extre - 
iiiqs izqulerda o como extijemos derecjia* ^De cuantarS manei^aia- 
Glkferentes pueden coloo.arse los jslnco Jugadores como ea;treraos 
izquierda o dereoha? ' . . " 

10. Supon que quereraos envlar mensajes en c6dlgo. Vamos a uSar 
clertos slmbolos cuyo nilmero n. (Los sjCmbolos pueden se^r 
letras, banderas^ sonidos, dlbfijos. o sltobolos^ de cualquler * 
clase. ) Cada mensaje se compo^ie de cuatro slmbolps diferentes, 
dlspiiestos ordehadaraente* El numero de poslbles mensajes que 
queremos envlar es 1,600. ^Gual es el niSmerb mlnlmo n d$ 
slmbolos que nece si tamos para lograr nuestro proposlto? 



7«3, Gomblnaclones • * ' ' 

C^da vez que hefnos usadp la palabra "permutaclon", 'ha sldo 
para ref^rlrnos, no solamente a|los elementos, slno tambi^n a la 
dispoBlcloh u .ordenacion de sus elementos. Al" comlenzo de este 
capltulo hemos tratado los comites de un club. En un comity como 
los que hemos estudlado entonces, los miembros no estan dlspuestos 
de nlnguna manera pai^tlcular. La eleccidn de ^un comite entre los 
miembros de un club es una^^ilustracion de una combinaclon, 

Deflnlclon. Una comblnaclon de clebto conjunto de n pbjetos, 
tornados r a la vez, es un conjunto de r elementos del con- 
Junto totai de^ n objetos sin tener en Cuenta el orden para 
elegirlos* «^ * ^ 



, En esta definlclon* n es xiij n\Sineaso natural y r es un . 
ndinero cardinal no mayor q\ae n* El nilmero de cemblnaclones de 
un cqn junto de n objetos, tornados r a la vez^ se^ repress enta 
frecuentemente par el simbolo (^). En este libro, debes leer 
dlcho ^slmbolo dioiendo : "El numero de cpmbinaclones de n ob- 
Jetos, tornados r a la vek". * 

En el lenguaja de los con Juntos, ^ declmos que, ( ) es "el 
numero 'de subconjuntos deiorden r de un con Junto de n ele-- * 
mentos"* tin subconJ\mto de orden es uif conjunto de r ele- 
mentos, cada uno d6 los cuales es uno de esos n elementos^ ^ 

Los njSm^ros que apare e'en en el trlangulo de iPascal soxi 
valores de {^)» Por ejempio, piara l^i qulnta f 11a del\trldn^lo 
de Pascal hallamos, leyel^ido de izqulerda a derecha^ Que . . 

(q) " ' <1) - 5, (i) « 10, ip 10,. ' 

y as! suceslvamente* ' ^ . 

Probablemente observas que el nuevo simbolo que hemos intro- 
duoido puede dlstinguirse facllinente del sfmbolo de fracoiones, 
pues el JSuevo simbolo rio tiene una/barra entre los dos niimeros, 
y los parr^ntesls se considerani siempre como parte del slmboloi 

Nota: Otros slmbolos comunes para representar el numero de 
combinaclohes^de n objetps^ tornados r a la vez:, son * C - y 
^C^. Es posible que quieras f§miliarl2arte con estos slmbolos, 
aunque se preferlrac (^)» ? ^^^^ 

' ' EJerclolos 7-3a 
1. EscrlTDe el slmbolo convenlente para cada una <Je las slguientes 
expreslones: ^ • 

!r (a) El numero de combinaclones de 12 objetos. tornados 7 a 
la vez. 

(b) El numero de permutaciones de 12 objetos tornados 7i a 
la vez. ^ ^ 

(c) El nximePCde comt^lnacloneB. de m objetos tornados 3 a . 
la vez. . . . 

(d) El numero de eomblnaclones de n + 2 objetos tornados * k 
a -la vez. 



2, En\mc|.a verbetlmente el sigpiificmdo cadsi uno d© los" siguientes 
s|mbolos:, ' ^ . . ' 

^2^* 8,4* Mj'* 9t7* Tp* 

3» TJsa el trlangulo de PasQAl'para hallar el valor de los^ 

. ' ■ * ■ * ■ ■ • ■■«.'.•'' 

slgvjlentes: 

• * 

, (a) (f) y (fl , . ' 




' (a) y. (|) • |; 

4. Seau a 21 ^ clos niineros jiaturales y S la suma de ; aVjl 1^* 
. iQu^ relacldn- ibportante entre. (?) y (S) ' se staglere en ei 

problema 3? (Tdma algutias ideas de la S^scidn 7-1 para con- 
vencerte de qye esta relacldn es verdadera en todop los easos. ) 

5. ' (a) balcula lo siguiente: 

k^)A tg}, {^), n,247^- . 
(b) iQu^ nocifc general llustran esos ejemplos? 

6. *(a) Calcula 3jd slgulentie: 

V (b) iOw^ ]pioci(5n general ilustran estos ^Jemplos? 
?• Muestra que si ri es un n\5mero na^^ural diferente de, \ano, 

entbnces • (?) I 



- Supdn que un olub'de sriete miembro^ elige tres funoionarios. 
Con^la ayuda del trlan^lo de Pascal, hemos aprendido que el ni5- 
mero de comblnaclones .poslbles de tal oomit^ ejecutlvo es ' 35» 
A este ndmero 35 podemos llamarlo ahora " C^)-/ nuestro 
estudio de/las permutaciones, sabemos que los' ^3^^ cargos pueden ' 
aparear^e con^^^los tr^fl^^KJicionarlp^ de ^ 31 maneras^ Pode- 
mos aplicar la propi^dad ^iSltiplicativa f veV que el niSmero de 



V 
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poslbles aslgnaciohes de cargo s es (|) • P^^J^. Lo prlmerq que 
hay que h'ftcer es elegir un grupo de 5. entre 7 mlembros. Luegq 
hay que dlstribuir esos 5. en los cargos. » . , 

Por oti»a parte, hemos apllcado la propiedad mul'tiplicatlva 
para obtener que el nxSmero de maneras .como se pueden elegir los 
tres mlembros para ocupar los cargos, de entre :i.os sietfe mlembros 
(Jel club,*es 7 * 6 • 5, a saber, 210. Este numero, .^10, es ' . 

7 3* ' »• ' 

Arabos pun tos de vista. conducen al mlsmo resultado. Cada 

expr^sidn representa el numero total de dlstribuciones posibles 

de los cargos. Por consl^iente, < * 



(I) 



Esta ultima ecuacion nos da. una manera de calcular (^J, el 
numero de combinaclones de 7 objetos diferentes, tomaidos 3 a' 
la vez. De la ecuacl<5n anterior podemos. despejar 

^^ P • • 

El mismo tipo de argumento muestra que par,a das nxiineros . . 
naturales n y r, con r < n, podemos escriblr 

(^) . P.. „ = P. 



r.r 



■n,r 



Ve5?balm6nfce.,^ ^sta expreslon P 
mente que 



0 

p establece simple- 



numei»o de permu^ 
taclone& de n 

1ol)Jetos dlferert-) = < 
te 3, tornados r 
a la vez 



* '^riuinero de combl^ 
naciones de n 



objetos diferen- 
tes, tomadoa r 
a la vez 



numero de ^ermuta- 
clones de r' obje- 
tos diferentes/ to- 
rnados r a la vez' 



De esta ecuacion general vemos que 

P 

'r 

y como 



p = n(n - l).,. {hasta r 'factores) 
n,r ■ , 
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ol&tenQmos la • f d'rmula 

' >'>'rix _ n(n - l)(n - 2)..^ (hasta r\ factores) 

Eo (5s.ta fraccion, el. niSmero de'ff^ctores d^l numerador .es qae 

es erMftlamo ntiihei^ de f actores dei denominador. -Por ejejnplo, . si 

n * >11- ^ r = 5 tenemos , . . 
' ■ ■ ■'*■ ' * ' . ■ ■ . 

/1h 11 * 10 ' 9 ' 8 ' 7 
► 1 5 ) - 5 . 4 3 . 1 

Observe que liay* r t= 5 ^fac topes tanto en el n-umerador como en el 
denominador. El primer factor def numerador es n ^ 1 1 j el primer 
factor del denominador es r = 5. ^ 

• EB^roloios , * 

1. Hay diez* homtores calif icado^ para mane^ar una maquink que re- 
quiere tres operadores a la vez. ^Cuantaa dotaciones de tres 
son posibles? ^, ^ ; ' 

2. Un prograraador.de radiodifudidn. tiene 15 discos* 'cada noche 
se^eccipna 5 discos para hacer un programa. ^Cuantas noches 
puede hacer esto sin repetlr.un programa Integrp? No tengas en 
cupnta el orden en que se presentan Ids discod en el program^. 

/ (No 193^ necesario que efectues lais multiplicacionesj puedes 
de Jar tu respuesta en los simbolos que creas cSnvenientes. ) ' 
5. Se dan ocho puntos en^ el espacio de ma»era que cuatra cuales- ^ 
quiera de ellos nunca est& en el mismo piano* (Re^uerda que. 
tres puntos determinan un piano*) ^ ^Cuantos pl"anos dlferentef 
quedan determinados por los o^ho puntos? 

4, A lo largo de una iJjiea de ferrocarrii hay. 12 estaciones* 

' ^^Cuant^s .dlases ^diferentes de boletos deben imprimirse\de * 
manera que los haya para viajes entre dos cualeaqulera de las 
estaciones en los. sigulentes casos? * ^ - 
. ^ (a). En que un mismo boleto valga en ambas direcciones. 

(b) ISix que haya boletos distintos para direcciones distintas.' 

5. Un restaurante ha preparado 4 claseg de carneB, 3 clases de 
ensajadas y 5 clases de verduras* Cada fuentfe contiene una 
porcidh de came, una de ensalada y una de«^ verduras. ^Cuantas 
clases diferentes de fuentes se pueden preparar? 



6.. 'Ufta settorita tlene cuaJbro' fa^das, sels blusas y ti'es pares^ de 

• zapatos^ ; il>urante cuiaxitas semanas puede-'vestlr conj-uiitos . • • 
dlfererxtes cada djta? ' ' , 

7. • En uh ju^go de bridge, ^n^na m&io Qonsiste en 13 cartas tomadas • 

de las 52 cartas dei Juego, El mSmero*ppsible' de manos es ' 
.635,013,559,600. Escribe este, n\5raero emplearido un slmbolo 
especial que hayas estudlado. en.este llbro. 

8. Un vendedor tlene cllentes ocho cludades dlstlntas de Ta ' 
cli|d.aa en que vlve. Qulere planear un'vlajp*a fin de pasar 
suceslvamente por cada xma de esas ocho oludades y luego volvei» 

• a su casa. ^Cuantas rutas posibles hay?. . 

♦9, En una llga de b^lsbol ocho* equlpoi. Durante la temporada, 
cada equipo ha Jugado cinco veces con tod^^s .los demas. iCuantos 
partldos han jugado en total los equlii'os de la llga durante esa. 
temporada? * . • . 

10, Se h'an fundldo o blen una o blen dos bomblllas de luz ''del cir- 
culto de dcho bojnbil3;as en serle del ^^bol de Navldad. Supon 

■ que tienes dos borabillas buenas'de repuesto y. tratas de loca- 
llzar otra (u otras) que se han fundldo, reeinpl|izando prlinero 
las borabillaa de una en una y luego de dos en dos. ^Cuantas 
pruebas podras necesitar para locallzar la bombllla (q las 
bomblllas) fundldas? ' t 

11. Un -comerclajite tiene sels billetes^ uno de cada uno de los 
sigiaientes valores: $1, 'IS^ ^IO^ $20, $50 y ^^100* iCuantas 
diferentes symas de dlnero pueden formarse empleaiido conjunta-- 
mente uijo o ^nas de ^sus filiates? 

> 

7-4. Repaso de permutaclones y comt)lna clone s 

En este capltulo ^emos estudiado las nma-neraa de contar todas 
las posibles dlsposlciones, o perrautaclones, de un conjpnto de • 
e^eiaentos y de contar todos^ los posibles subconjuntos de un tjamaflo • 
dado* * Hemos llamado comblnaclon a uno cualquiera de tales su^- 
conjuntos, Es Importahte que recuerdes los t^mlnos '*pejr*mutaclones" 
y "comblnaclones^^ y que comprendas los principles sobre los cVales 
se basan los metodos utlllzados para contar los elementos. No es 

• 9 



tan Importante en ^a%SL etapa. de tvs estadios de matematicas que 
recuerdes las'fdnnulas parti cula,res. " . 

^ , En lo-s ejercielos de esta seccldn at pueden aplicar las Ideas' 
, T^aslc^is ref ©rentes a perrautaclones y >comblnaciones: 

\ • • ' £^erclclos 7^ ■ v. . 

1. iCuantas palabras de sels letras (aunque no tengan senti^^ 
pu6den formarse con las letras de la palabra.TEORIA? 

2. - Una Chi ca comp3;^6 do5 faldas y tres chaquetas nuevas. iDe 

. cuantas maneras^ dlf erentes puede estrenar sus faldas y chkque-.^ 
tas nueyas1» ^ * • 

3. ^ pna clase escolar se reiine diez aftos despu^s de su gpaduacion, 
, y concurren V6 personas. *Si '<^da pers6na da* la raaao a todas 

las' denies, ^cuantos apretones de msxio bcurriran? 

4. Una fabrica de automcSvlleS tlene 3 carrocerlas dlferentes, 
7. tapizados y 5 colores. Para mostrar todos los posibles 

.modelps en una exhlbicion, ^cuantos ^utoradvlles se necesltan? 

5. Clnco Indlqs can4nan uno tpas otro por el bosque. ^lEn^uantos 
(Srdenes dlferentes pueden boloicarse? * 

"6* ^^^^^^.^rSuantos comltdis dlferentes de 5 personas se pueden formar 
; con 14 personias? 

?• Un^ patrulla de guardacostas tlene 8 isanderas dlferentes. 
^Cuantas seKalBs dlstlntas puede envlar Izando 3 banderas 
a la vez?^* ^ ^ , . < • , ^ * 

8. La caracterlstica de .clerta radloemlsora eomlenza con 

iCu^taa caracterlsticas dlferentes se /"pueden usar emp'leando > 
^olo 3 letras? Se permlte la repetlcidn de letras. 

9* iQ'wantas placas de^llcencla para autpmdvlles de 5 dlgltos 

i)ueden hacferse. b1^ no se permlte usar el 0 como* primer dlglto? 

10. Un ama de casa ^desea ^colocar 5 libros en su escrltorlo,. ' Tlene 
8 Idbros p;ara' escoger* - Los 8 llbros, tienen pastas <3e dlfe- 
rentes colctres y son de distintos tamaflos. ^Se trata de un 

, problema de p^rmutaclones o de comblnaciones? iDe cuantas 
maneras dlferentes puede clisponer los clnco libros? 

11. Un araa de casa desea le'er 5 libros en .las pro^cimas dos se- 
raanas. Hay 8 llYn?os para escoger. ^Tlene que resolver un 
problema referente ^perroutaclones o a comblnaciones? ^Guantos 



.conjxjintos dlferentes de clnco llbros puede escoger para , leer? 
Tres puntos determlnan xxn piano y 2 piantos determlnan tina 
recta^ S% hay clnco piintos stales que cuatro cualesqulera de 
ellos pio estan en yn mlsmo pl^o y t»es cualesqulera <3e ellos 
no efetan en una mlsma recta^ ^ - 

(a) icuantos pianos deternd.nar&i? 

(b) icuantaa rectas (Jeterminaran? * 



Capifcuio 8 
. PROBABILIDAD 

,8-1, Suce3os> poslbles ^ ^ 

* Este capituio tratara de suoesos poslbles. Por ejemplo, ' un 
meteor6loeo predlce las condlclohes ^tmosf ericas futyras, Su pro- ' 
iw5s.tieo'de "iluvla" es, lo^s exactamieaite, uhja aflmaclon probable: 
"Pisob^blemente l-lovera". En la ralBma formlt-j puedes predeclr qafe 
^leX equjLpo de las CamJ. s as Verde s ganard el trofeo", pero en real! - 
dkd'Ao qus quieres declr es esto; "Es> poslble que el equlpo de 
las Cjtmisai Verdes gane el^troteb", ' , 

. La prpbabllldad tiene niuchas aplicaciones prdctlcas. _^or 
e'jeraplo, el gobiemo 'federal y los goblemo's estatales usan la pro- 
babilidad. para establecer los .datos de los presupuestosj los exper- 
tos. mill tares la emplean para tomar .declslones sobre-las tacticas 
defenslvas; los cientlficos la apllc&n al estudio y a la investiga- 
ci«4nj los ingenleros se valen de la probabilldad para proyectar y 
construlr maqulnas eflcaces^ aeroplanos y sat^lltes; las compafllas 
comerclales la anapre^ en siab estudlos matemdticos que ayuclan a 
tomar^ decisiones dif Idles; las compaSlas de seguros la aplican al 
establecer las tablas de duracidn de vida. ., 
' " Ahora encontraras algmos^jemplos tornados de los Juegos de 
azar, que tife ayudarSn a comprender lo que si^iiflca la ^robaliilldad 
y c<5m6 debe usarsela. *Tales^ juegos nos proporclonan modelos mate«^* 
maticps excelentes para el estudio de la probabllldad, Los ejemplos 
no .presentan con la ldea .de fomeritar el juego^ Por el oontrarlo, 
la Informacidn de este capltulo te debe ayudar a comprender por qu^ 
la mayor parte de los Jugadore^ acaban perdlendo. ^ 

En esta secclon elstudlaremos algunas Ideas sobre enunclados 
referentes a sucesos^ tales como ^^Los unlversitarlos ganaran", o 
"Canelo ganara la carrera", o ^'Sl tiro una moneda hacia arrlba y 
la dejo que caiga llbremente^ ^aparecera cara"# Tendremos que 
referlmos a una "mfedlda de la poslbllidad" de que clerto suceso 
6curra# Esta ^Vedlda de la poslbllldad" se IKLama tamblen la pro- 
babilidad de que ocurra el sucfeso; ^Prlmero utlllzaremos un modelo 

• 3G 



mateiijatlco en ei: que podamos-contar los cafios que p\:ied9J^Ocurrl3?.. 
.Se pxieife ysar coiho modelo el juego de tlrai? una moyiedal Isi tiramos 
una moneda hacia arriba y la dejamos caer llbpemente, quitedard a- 
la vista la cara o el rev^s de la.cara, que se suele l^^amai? cruE» 
Supongamos que la moneda esta perfectamente equilibrada de tal modo 
que ninguno de sus lados pesa mas que el otro. ' Tal moneda perfec- 
tamente eqiAllibradli 'podria llamarse moHeda "honeste^^* (admislble-) • * 

Considera esta pregunta: ,"i€ual es una medida <3e la posi-- 
bl^ltdad de que, si tlramos una moneda y la dejamos caer >ibrer 
mente^ aparezca cara?" ' ' v . 

En la probabilidad *se acos.tumbra usar uii niim^3:*o para indicar 
la medlda de la poslbilldad que :un suoeso tlene de oburrir. SI 
lanzamos lana moneda^ tenemos dos. poslbles resultados: (1) la cara,, 

(2) la craz. Que la moneda calga con oara hacl?^ arrlba es un 

* * * ** ^ " 

pesultado fa«^orable de dos resulta<3os poslbles. Declmos qjie la 

-\ ~ - ' - ~ . ' " ^ - * ^ ' ~ 

medida de la posibilldad de qiie, la moneda calga con oara hacla 

arrlba ^es ^ o , 

Sl^ una coleccldn de sucesos esta regldo por las leyfes del* 

azar, entonces hay clerta probablllda-d de^cjue ocurra. Si u^amps 

•la letra A para 3?epresentar el suceso de que una moneda, muestre 

una cara, ' entonces declmos que ^ es la pr^abllldad d'el suceso 

A. Esto equivale a deelr que Is^.vrnedlda de la* posibilldad de que 

*ese suceso ocurra es Podemos repre^sentar la probabilidad del 

suceso A como 

- ■ P(A) = i * ■ . . . 

Si representamos con la Xetra B el^suceg'o de que la moneda 
muestre cruz^ podemos referlmos a la probabilidad de B. Esta/'^ ^ 
probabilidad se puede representar con el slmbolo P-(B)\i Entbnces, 

Es ^importan^e comprender que en el caso anterior P(A^ = P(B)» 
Es decir, ambos sucesos son IgUalmente posibles. Dos, enunciados 
cualesqulera que predjfcen sucesos que^ son igualmente posibles 
tlenen la misma probabilidad^ / 

Supon ique hemos tirado una moneda "honesta^' cinco veces 
y que cada vez ha presentado cara. ^Gual es la probabilidad de 



que la moneda present e cruz en la^slguiente tirada? Algwnos plensan 
q^e la mala s-uerte* va a cambiai?, que la suerte actuara pana f.oiPzar 
a la mdneda a mostrar cruz hasta que se establezca un balance' de 
^caras y cruQ.es • jNo es alsll La probaMlldad de que.u^ia moneda 
muestre cara slgue siendo ^ para 'cada tlrada. Si probabllidades 
no declmos que si una moiieda muestra cara en la prlmera tlrada^ \ 
debe mostrar ^^cruz en Ija segunda. , ^ 

^ Supon que usas dos peniqties^ jCual es la medlda de, la posi- 
bilidad de que si se tlran dos penlques, aparezcan para y cruz? Es 
declTj^^ ^cual es la p^obabilldad de que oourra la aparicldn de cara 
y cruz? La tabla slguieiite muestret que hay<cuatro. resultados 
poslbles. ' . \ ^ 



J 



. Resultados poslbles 



* ^ Prlmera moneda. Segunda moneda 

cara cara 
cara . ' cruz 

cruz ; ; , , cara 

i cruz / cruz ^ 

Hay dos resultados en que aparecen" cara y cruz* Dos resultados 

entre cuatro son favorables^ La probabllfldad de que el sudeso 

2 1 { 
ocurra es .7^ 6 p SI usamos la letra *E para represerjtar el 

suceso, podemos e^crlblr * ^ 

^ ^^^^ = 4*. . , 

iCual es la probabilidad de que apareztan exactamente dos 
caras cuando se tlran dos monedas? No tlene lmJ)ortancla .el que se * 
tlren Jas dos monedas al misroo tlempo o una despu^s de la otra. 
De ^los cuatro resultados, ^cuantas maneras hay de que este suceso 
ocurra? ,.S1 usamok la letra G t>ara representar el- suceso de que 
aparezcan dos caras, podemos escriblr la probabllldad del suceso 
G c|mo , . " * 

* ■ . ~ p(e) = \\ , : 

Observa que en este eJemg>D-"3ros su<?esos E y G no son igualmente 
poslbles, Sus probabllidades son dlferentes* 



podemos eserlMr la formula . " ' , ' 

\ ; • ■". > - . P(E)- I ■ : , " ^ ' • 

aonde P(E) «s la pro"babllidad de que oeurra un suceso t es 
^el .ni5mero de resultados posibles en los cuales E o^urce s 
es el niamero total de resultados posibles.* SI r es el niSmero 
de resultados ppslbles en ios^cuales E no ocurre, ententes pode 

* 

mos clecir 

; . ^ P{no E) r= I * \ ^ 

Gomo o bieti 1E pcurf^e o blen E no ociarre^ t + r s,.y 

• • ^ P(E) p(no E) = I + 5 = =1=1'' 

En la hlpotesis .que un suceso E .0 blen ocurre o blen 
ocurre, entonces ^ . ^ 

• > ^ P(B) + P(no E) ^= r 

Si hay segurida6 de que el suceso K ocurra, P(K) = U fei 
seguridad de que 61 suceso L no ocurra, P{L) = 0*^ Eutonces^ * 
conclulmos que para un suceso cualqu^era M, ^ ^ 

. 0 < P(M)*£. 1 ' / - 

Jsta proposicion num^rica se lee aslx "P(M) es mayor o Igual \ 
que cero y menor q igual que ^Por ^que nunca es P{M) mayor 

•q^e 1? . ^ ' \ , * . \ ' 

Ejercicios 8-1 a ; ^ 

1. ^En una'^caja hay dos bolitas negras-y una^blanca. Tienes que 

sacar una bolita sin mirar dentro^ de, la caja.^ Detei'mina 'la 
probabilidad de que s^ques una boiita ntegra. ' . 

2. ^ Usando los <5atos del problema 1^ .haHa P para el suceso «de 

,que pea blanca la bolita qi^e sacas de^la cf>Jr», \ 
5^ Supdn que has tirado una mpneda "]tionesta"_^nueve veces y cada 
vez has .obtenido cara. ^ ^ • 

(ay Considera lo anterior comoun suceso. ^Es probable que 

ocurra este suce^p? Explica tu respuesta. « 
(b) ^Cual es la probabilidatj de que^ la\moneda presents cruz 
en la decima tirada? . 
H ^ (c)^ ^Tiiene el resultado -de las 9 primeras tiradaa algun 
. erecto sobre el regultado. de la 'decima tirada? ; 



• - . -309- . . 8-^ 

' ; ^' ■ <^'- ■ . , • ^. •■ ■ • ■* 

En una clase hay 25 'estuaiantes, de los cuales ' 10 son nlfias 
y '15 son vaijones. La siaf stra ha escritb el nomlsre de cacia 
alumno' en una "tarjeta dlstinta. SI se toma una -^arj-eta al azar, 
ioudl es la probabilldacl de que el noinbre ^escrlto* en la tarjeta 
sea . * ^ * 

(a) el nombre'de un nlKo? " ' ' » ' 

(b) tu nombre (suponiendo' que perteneees^^a esa> clase)? 
Imaglna que una caja 'contlene 48 bplltas. Ocho de esas boll- 
tas son negras 'yt oua3penta son blameas. Halla P para el, suceso 
de que si se 5aca una bolita al azar (sin mirar dentro dela 
caja)y resulte una blanca. . , • 

'Usando aos datos del problema 5', consldera -'^ste suceso: "Si, 
se skcan al a^ar nueve bolltas de la caja^ todas las bolltas . 
seran negras^J^ * ^ 

(a) iEs poslble el resultadp en este caso? ; f 

(b) 1^6 medlda de su poslMlltJad^podemos asign^r a este re- / 
Bultado? V 

Tras'la3?ga e:xpferlencla» sabemos que nacen tantos nlttos como 
nffSas* En medla^ la mitad ^le los bebes ^que nacen son nlKos y 
^• otf^ mitad niaas. Entonces, en un nacimiento dado, la pro- 
babilidad de que el beb^ sea nifio es i. "De igumi''m6do, la " 
probabilldad de que sea nifta es t^-, pues nlingun otro -resultado 
es' poslble. (Excluimos por el momento las- i)oslbilidades de 
in§lllzos; trillizos y otrds nacimientos multiples. ) ' Entonces. 
P(nirio) = y E(niaa) Supongamos que esta medlda de la. 

posibllidad valga para una famllla en particular tanto como 
vVale en generals * » 

(aO Lbs* esposos l^^rez tienen ya un varoftclto cuando esperan 
su segundo beb^. ^Cual es la probabllidad de que sea un 
nlRo? yna niSa? (Es iinports^te reeordar que cadk 
naaimlento es un suceso Independiente, no Influldo per 
los nacimientos anterio^es • Convenimos en que el hecho 
de que los P^rez tengan ya un varon no afecta la proba- 
bllidad ^e que el segundo beb^ sea vardn o nlria. ) 

(b) Los eSfJ^od Martinez tienen ya ocho hijas cuando les llega 
el noveno beb^. , ^Cual es la probabllidad de que no sea 
. una nifia?* j * ■ 




8. , En- un ^p^ricSdlco lees : '[Puiano tiene xxn 50, por .ciento 'de . 
V posibilida^ies, de' eanar la eleccl6ri",, ; . 

(a) iCM^l es la probabilldad de tue gaiief ' , v . ^ 

(b) Supdn (jue'iina med4jaa 'de su posibilWad es menor que p 
iQu^ signif lea esto e'n t^rni^nos del resultado de liin <^ 

4' su<jeso?« ^Es iffuy poslbl^ p no que ocuiTa el resxjI^tadQ?' \ 

9. Si se.ellge TAn nt&neo^o- cardinal del 1 al 30 (Incluyendo 

1 ,y';a ' 30), icual es la probabllidad de que tal numero sea 
■ \primo? 'Sup<5n que la eleccidn se' hace de manera que ho exlste 
pref erencia por nlngun n\5raero en particular. • 
10., En'*uij arma:pio oscurjo tapes sombreros, Dos perteneoeli 'al 
. \ seaor . Garcia .y el ot3?o a su amigo, Slendo-el seftor Garcia" 
una. persona cdrt^s, va al armarlo cuando su amlgo estd llsto 
- R.ai*a partlr con ^1, y toma dos '^sombreros al azar. ^Cual es. 
la probabllidad- de que tome los, dos sombreros que heceslt^a, 
es decir, el de" su aralgo y unQ'de los suyos? 
1,1. Supdn-que-^ienes cinco cartas;* el dlez, la sota, la reijia,. 
el rey y^eTu.as de corazonest* %. . ' v - • 

(.a). iCudX es la poslbilidad de que la prlmera carta que 
^. saques sea el as-?. \ . , • 

(b)5 Supdn que obtienes I^sota en .la primera^acada, y que 
la pbties apiarte. ^Cudl es la probabllidad de* que .la 
segunda carta que^ saiques sea el as?. 
U) ^Son, tus respuestas para- (a) y ^(b) las raisma&?i , i-Por.^ 

' j(d) Despu^s d6 sacar la^sota y ponerla aparte, supon que la " 
segunda. carta que saques es el dlez y qu$ tambl^n la 
pones aparte, iCual es la probabllidad de que la tercera 
parta que -saques sea el as? w . > , 

(e) iQu^ se puede aflrmar sobre l ajmedj /aa de la poslbilidad 
. 'en l-as operaciones (a) , {'b) ' y (d) al decrecer el , 

^ t » n-dn^ero de carta.?? , " . * , *• 



En algunos de los*prob:^emas has determinado la, medida de la 
posiblll'dad,^ que heinos llaraadd prpbabilltJad, . baciendo una .lista 
*'6,e los posibies resul.Jadps. Esto es facll cuando hay. solamente 
una o dos r^Dnedas, pero a tnedida que el nt5mero -de' monedas crece. 



es diflcil reeordar todas las poslMlldades. ^eamos si pademop 
desau3ar±r una mane j^a fitcil y exacta de hacer.esae listas« 
La T;abl^ para dos mone^as inuestrja este raodeloj 



Resultados poslbl^s 



Primera ' moneda 

,Cv 

• ^ • C . 



Segunda moneda 

• ■ c 

c 

R 



4-: 



(C representa dara y representa cruz. ) 

Observa qu^ la prlmera coluinna esta formada poT pares de las mlsmas 
letra^ J <i, C, R, La segunda columna estd formada pol* pares 
aitemados: C, Uf^/K Coiapara el ,modelo de la tabla^para dos / 
monedas con el mpdelo de la tabla para t res monedas^ que se^pre- 
senta a cont33uacl6n : 

* ftesuj^tados poslbles ... 

Prlmera moneda Segunda jnoneda Tercera moneda 



c 




G . 




c 




C 


• R 


c • 




R 








. R 


' . R 


R. 


t 


C 


C 


R 






. ' R 


R 




R 


C 


^ El*. 




• R* 


R 



Qbserva cdmo esta formada cada coluiraia: la ixrimera por grupos de 
a cuatroj la segund^ por grupos ^e a dosj la tercera altexnada- 
mente^ C y ^ R, Esta es^ una manera*si3teniatlca dejhacer una llsta 
de los poslbles ^regultados para contar las posibilidades.* 

, /^Cuantas poslbllldades hay^para una moneda? Sabes que solo . 



hay dos, C o ' R. iCuantas posibllictades hallaste euando se 
tirabaji dos monedas? Habla el doTole de' poslMlldades, porque " 
para cada posiuill^d una moneda habian' dos poslbllldades en 
la otra, . .Esto se representa en el siguiente dlagram^^: 

Primera raoneda^ " Segunda moijeda 




si se agrega una teroera moneda, idebe dupllcarae nuevamente el 
raSmero ae poslbllidades? El sigulente diagrama puede ayudarte . 
* a decldlrlov . * 




fR, R) 



i'ar^ tbdo posible arreglo de dos monedas, hay dos poslbllidades 
para la tercera* Entonces^ el n-dmero 6e poslbilidad^s para las' 
tres iftonedas es Igual a 2 x tl^ximero de poslbllidades para 2 
moj^eda^a)* En ^^ixeraJL deb©^ ^compr©nd©r .qijie eada vez <jue »e toma 
una moneda mas^ el ndmero de poslMlldades se dupllea* ^Cuantas 
posJLbilldades habrla *si se tomarapn cuatro monedas-? Recuerda que 
habla echo poslbllidades con. 3 monedas. ' \ - 



Rir 



Et^ re aumen-; 



Iliiraero de monedas 



1 



2 ^ 
4 



Ndmero totsil de poslto^-lidades 



2 . 2 « 2 "^ 4 
2 . 2 • 2 » 2^ =8 
2 • 2 • 2 * 2 « 2 • « 16 



10> 



2 • 2 • 2 • 2 • 2 » 2 • 2 • 2 • 2 • 2 =^2''^,=. 1,024 • 



^= 2'J 



n 



V /ObsBPva que cada nijmero de la qp.XTJTn©a de.la derecha ea el_ doble 
del "que est^ imedlataiftente/encima de ^1.) , * 

Podemos expresar este resultago con una ftSrraula: , . 



T es el n\5mer6" tolJal de poslbilldades, 

2 ea el ralme3?o de* poslbllldade^ . con una moneda y 

n es el numero de monedas 

♦Probablemehte quleras Justiflcar la -fdrraula general de este 
tlpo: . • ■ > ^ , . ' 
--^ - T = a" ■ ' . . ^ 

T es *el n\lfflero to1^l de po-slblildades, • . * 

B es el numero de poalbilldades de un objeto y 
71 es el niSmero total de objetos utllizados. 



. ' SI laB poslblltaaqles para un objeto sqw A, B y -(3, ioudl s^rla 
— ^ei iiijbei'o cle .yualfeilidacles para dos <5e ©sos objetos? ■ 

• ' , V , ■ . ■ '3? ='9;' " .■' '., ' '■ ' 

Hay ^ueve posAbiildades para do s objetos, cada uno de los ' 
" cuales tiene tres. poslbllldades, 

• ^ Al oonlfetruir tablas, como en los casos en que se tiran jcIos 

o tres monedad, se ha hecho una llsta de todos'los resuj^tados \ 
posjbles. La prot>abllidad »e baaa &i lo^ resultados-qtie aparecen 
, en la Jtabla. Bq las tablas qxie heraos^visto, suponiamos que* cacia 
posibllidad separaday o rdsultado, tenia la mlsma posibll:tdad de 
pQutvlr» Declmos que cada resulta^o es "Igualmente posible". . 
" * En esta seQ,cJdn nos hemos referido^a algunos sucesos simples 

regldos por las leyjes del azar. Hemos asl^ado medidas de posl- 
, - billdad, que hemos llaraado probabilidade^, para los resultados 
de e,sos sucesos, Lo's nVimeros que Jiemos usado para representar 
P epan niimeros como un medio, dos terclos, uh puarto, etc. SI 
• realmente tipamos un penlque "honesto" una vea, no po demos pre- 
- <iecir si pce.sent'ar^ cara o cruz^ Pero si tiramos* un -penlque 
"honesto" un mlllori d^ veces, eYitotices es casl seguro que el 
^ ntjmero de caras esfcara entre ' 490,000 .y 510,000. La razdn del 
^ "iPniraero fle caras al numero total de tlradas casl con segurldad 
^ eatari entre 7^ y %i este capltulo, no pddemos estudlar 

. todas* las mgHKitlcas que se requleren para Jus tlf icar est&s 
" concluslonesP^ \ 

Debes teher blen preserite que ■ I'a probabllidad no es el tlrar 
monedas b sacar jjartas. La probabllidad e^ una partis de las 
matematiGas que ha resultado sumamente \5tll para descrlblr las 
"TT poBi"^lidadeB en Ju egos, el^cclones, experimentos clentificos, 
, negoclos y actividades gubemamen tales que no son completaraer^te 
, . . predeclbl^B. ESn 6s te capltulo estudiaremos algunos de los con- 
' , . ' (Septos ra|LS elementales acerca de es^ta teorla matemdtlca. 
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s-! tAr't^m tr't^ mongdaq '?^>Ofleata3'V ;.cual es la probaMlldad 
de^que aparezcan tres caras? '•Refl^rete a la ^abla .de la 
secoi<5n anterior que muestra 8 poslbllldades para ,5 monedaa. 
St se tlran . tres. \monedaS "honestaa" , icuil es la probabili4ad 
de que apafezcan doa caraa y una crpz? ♦ ^ 

Sin hacer listas, determina el numero de reaultadoa .posibles si 
se tiran cinco monedaa. . . 

Hay 35 ladrillos, de los cuales cinco son de oro. iCual es 
la probabilidad de que al toiaar un ladrillo al azar resulte sei? 
uno de' loa de oro? ("Al azar" en eate caao significa "ain 
mirar ni levantar",) • . ^ 

(a) Si ae tira un penique, iCual ea la probabllldadi^e, qu.$. „. 

aparezca cara? • 

(b) t,^4 niiraerp de caraa es razonable eaperar al se tira 
penique 5O vecea? • 

Una caja oontiene cinco bolitaa blanoas, trea negras y dos 
rojas. 

(a) .Si aacasuna bolita al azar, ^cual es la probabilidad de 
.que sea una bolita blancaK 

(b) ' Supqngamos que has aacado la pritnera vez una bolita blanca 

y que no, la devuelves a la caja. ^Cu|l1 es la probabilidad 
de qu6 saques una bolita negra la segunda vez? , 

(c) Suppniendo que* has sacada una bolita blanca la primera vez 
'y una bolita negra la segunda.y que no las has devuelto a 

la caija, icual. ea lit probab?.lidad de que saques una bolita 

roja la tercera vez,? - ' 

Un cubo tiene sus caras marcadas con las letras A, D, E 

y P (una letra encada cara)* ^ 

(a) SI se lanza el pubo, ^c^antos posibles resultados hay? 

Conslderaremos como f*esuatado la cara que sale arrlba en 

^ * . . . - - 

cada caso. • * ^ 

(b) Si de lanzan ,dos^ cubos al mismo tlempo,- icuantos resulta- 
dos hay? *^ I 

(c) iCudl es la probablliciad de que aparezca una B si se ^ 
tira un cube? 4 . 



(d) iQu^l es la probabllidaci de que aparezcan 60s letras *E 
si se lanzan dos cubos al mlsmo tiempo? \. 
8. Un\tetra6dpo re^lar es un scSlldo que tlene cuatt^o ca^^ag.; En 
. ella Be han inarcado las letras A, C y 

' Ca) Si se lari^a un tetoaedro regula:r (o se tlra al aire ^per^ 
mitiendo qy^ calga Jblbremente)^ ide cuantas maneras posi- 
bles pued^ a^tenerse (o c?aer) ? Observa que en este caso 
^consideraremosNcoma result a^^^^ cara sobre la cual el 
V objeto se apoya, es declr, la cara de base marcada^ A, ■ 
* C o * * * 

* (b) Hal^a la mecJida de la poslbllidad para el siguiente 

enunclado: "Si se lar^a el tetraedro, eaera sobJ*e su 



™* cara A"* * . ( ^ * * ^ 

(c) iOuantos posibles resultados* habra si se lanz^an dos de 
esos tetraedros? ^ 

(d) ^Cuantos posibles resu|!tados habra si se -laaissan tres de " 
esos tetraedros? 

9. Observa la tabla modelo que utilizamos para contar el numero 
de resultados tirando monedas. C rei)resenta cara y R cruzj 
,(€, R) es cara y cruz en cualquier orden^ ' ^ 

1 moneda . l(C) 1(R) 

2 mon^as ' / l{C,C) 2(C,R) l(R,R) 

5 mqaedas l(C,C,C) ^ 5(c,R^R) 5(R,C,C) ^ i(R,R,R) 

Agrega las f lias cuarta y qulnta de esta tablai^ o^ot qu6 te 

hace recordar esto al trlangulo de Pascal?' 
10* Usa el problema 9 para hallar la pro\)abllidad de obtener dos , 

caras y dos cruces si.se tlran cuatro monedas. 
31. Da las probabllldades de cada uno de los seis resultad,os 



possibles cuando se tlran cinco monedas. ^Es uno su suma? 
V2, SI se tlran cinqo vmonedas, ^qu^ comttlnaclones de caras y 

cru-ces , apareceran mas probablemente? ^Por que? (Sugerencla: 

Consul ta el protolema 9. ) . ■ , 

^15. ^jCus^do se tlran sels monedas, icual 6s la probaiillidad de que 

una, y solo yna, presente cara? • ' 



FRir 



€^2 



Entpe las mas impor'^antes apllcaclones de ^Va ppobahllldad^^^ ^ 
estan aguellas eoi las q\ite no podemps hacer llstas de ^oslbles^'^^^^K 

sultaQos* Pop e^emplo, la tabla jmaestra^un reducido ntamero de^p^go- 
n^sticos atmosf^rlcos, 4eolamente entpe el 1^ y el 10 de abril; 
Se indican tambi<5n las condlclones. atmgsf Ericas roales en asas . 



fechas* 



*'Si" indlca que el 
suceso pronostlcado 



Pecha • Pronostico 



1 

2 

3 
4 

6 

7 
8 

9 
10 



lluvla 

llovlzna * 
nu^ado > 
clapo 

llwlas ooaslonales 
lluvlas ocaslonales 
viento y nublado 
toOTienta 
claro 
claPo 



Tlempo Peal 
lluvia 
' soleado 
nublado 
claPQ . 

caluposo y soleado 
ll-uvla? ocaslonales 
vlenjio y nublado 
topmenta * 
nublado y lluvioso 
claro 



ocurrlcS; "no" que no 
ociJirrio. 

si 

'no 

si \i ^ ' 

• si 
no 
si . 

si 
no 
si 



Obsepva que los ppondstlcos 1, 3, 4^ 6^ 7, 8 y 10 fuepon 
co!i?rectos. Hemes obsepvado diez pesultados^ El suceao de un ppo-- 
ndstico coppecto ha ocuppldo slete veces* Basados en esta Irifop- 
macidn podpfamos declp que la ppobabilldad d^ que sean cieptos los 
ppondsticos futupos es -^j^. Esta es la mejop estimaclon que pode- 
mos hacer basdndonos en la Infopmacidn dada*^^ caso^ como 

Jiemos obsepvadq un numepo tan pequetio de pesultaSos, no sepia 
coPPecto confiap en nuestpa estimaclon de P, SI deseamos hacep 
una bueha estimacidn de la ppobabilldad de que el pponostlco del 
tiempo sea» exacto, debeplamos anallzaP muchlslmos casos mas. Com- 
prenderas, por supuesto," que hay muchlsimos otros factores que In- 
fluyen en la«exactitud de un pron6st|.co meteorologico. El ejemplo 
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q[ue hemos aaSo aq\ii indirca'nsolamente e3r-buen ■exito£4e.-wna--ofi^ 
TnAftAnYv^^LtSp riGa p articular en sua prondsticosj > en este caso, solo 
para unos pocos dias. , . ■ ■ • 

* ' " El. 15 de setierabre, un ^ugador A de una liga mayor tenia 
•una' med3A de ba,tao de Q.587 pa^pa la temporada, y el Jugador B 
, tenia una media para la temporada de 0.208. Basando»os en estas 
medias, podrlamos pensar que A* tlene mejores posibllldades que 
B de golpear la pelota la prdxlma vez que batee. p^pdrlamos aun 
decir que una medlda de la poslbllldad (probabllldad) de que A 
golpee la pelota es O.587 y que una medlda -de la poslbllldad de 
que B golpee la pelota 'es 0.208. . » • 

Un flslco no puede trazar el movlmiento de 'una tSnlca mol^cyla 
de oxlgeino ^n una habltaol on, pero p ufede estlmar la. probabllldad 
de que una raol^illa de oxlgeno *choque contra una de las" p'aredes 
de la habltaclon en el slgulente segunQo. Para qjDtener tal con- 
clusidn'se requlere comprender muchas. mds .matjprad'tlcas que las que 
podemos estudlar en este capltulo. ^ ^ # • 

En raucbas actlvldades de la Industrla moderrfe lo probabllldad 
desempeaa un |)'apel rauy import ante. *E1 control de la calldad y de 
la confiabllldad d^e un artlculo ra|nufact^tfrado so^t conslderaclones'* ' 
nuevas y muy Importantes en las exhales se usa la probabllldad, • 
Los problemas .de conflabllldad pueden re.sultar rauy complejos. Una * 
. Id^a baslca de la conflabllldad, sin erabaz^go, puede llustrarse en . ^ 
la slgulente msuiera. Se fabrlcan mUchos miles de artlculos de 
Gierto tlpoj la compafila selecclona al azar 100 muestras de ^ 
tales artlculos y los somete a' pruebas culdadosas. En esas . 
pruebas se halla que 98 de los artlculos reunen los requisites 
y se coraportan satlsf actorlamente. Esto suglere/que es 
- una medlda de la conflabllldad' del artlculo. Se puede ftsperar 
* qufe alrededor de 98j^ de tpdos los artlculos manufacturadbs ' 
pbr este procedlmiento sea satlsfaC^orlo. La proDaoiiaaaafo una - - 
. medlda de la' poslbllldad de que un ^rtlculo fabrlcado por este 
. procedlmiento sea satlsf actorlo podMa Indlcarse con O.98. 
- J!ltodos--est.oa ejQiiplos de pr^ 
de Ips ejemplos y problemas de la Seccl6n 8-1 ^en un aspecto muy 
Importante. En la Secclon 8-1 podlaraos hacer una lista.y contar 



togas, las p oslbllldades excepto en el pi*oblema 7_ cle JLos Ejerciclos 
8-1 a. En esta seccidn, |io podemos, o no es practico, tratar de 
X ^ hacerlo. En la prlmera Beccldn sacabamos conoluslqnes 'contando~lo-^ 
^ que podrlamos llamar la colecci6n de todas las posibilldades. En 
esta seccl6BL{saoamo3 concl-usiones <3e lo que podrla pcurrlr en el 
futu3?o^' a partly:* *de la informacicSn qiae nos da una nruestra, Xia 
seleccldn y el tamaRo de la muestra que debe usarse Bon probl^emas 
de estadlstloa. En esta clase die aplicac lone s la seleccl6n de la, ^ 
muestra es muy importante* Las teorlas matematicas de muestreo 
son .demasiado avanzadas pal*a conslderar^e aquf. 

* En los ppoblemas de esta seccl6n se te pide hallar medicjas; de 
la.posjblllds^d^ o probabllidades*, ^a partlr de daJ;09 observados* ^ En 
cada case los datos*bbservado3 pueden ser considerados cpmo una 

■™ffi>je¥tra^de^"^ de-poslbles resul tadoe • 

* » ^> - 

Ejerclcloa 8-2 ' ' ' ' 

Un maestro ha ensefiado las matematicas del octavo grado a 
1,600 estudifntes durante los 10 ultlmos aflos. En este 
perlodo ha calif Icado con> A a 152 estudiantes. ♦ 

(a) Basandote en estos datos, icual es la medida de la ppsi-' 
bilidad que tiene un estu^lante. tornado al azar, 6e rectw 
blr una calif icacicSn A en la clase de este maestro? 

(b) Si este m'destro ensefiara matematicas del octavo grado a • 
2,000 estudiantes durante los proximos dooe aftos, jcu^ntas 
calif icacjones A podrias esperar'que ponga este maestro?* 

La media de bateo de un Jugador de beisbol. es 0.333- Utili- 
zando esta informaciqn como medida* de pbsibilidad^ ^cual es la 
probabilidad de^que este jugador golpee la pelota la proxima 
vez que batee? ^ . , ^ ^ ^ ^ . ; 

Bos archivos de una estacion meteoroldgica muestran que en los 
ultimos 120 dlas, bus predicciones atmosf^rlqas han sido correc- 
tas bs veces; Us& es ta Infomacldii para bailee er^ la pro - ~ 
^ babilidad de que^su predlccdon para maftana sea correcta* 

Un fabrlcante de saoaptintas de lapices prueba cuidadosamente- 
una muestra de 300 ^sacapuntas para ver si un lapiz de clerto 
tipo pii'ede ser afllaqo sin romperle^ la punta. Durante la^- 
prueba, ^^89 de los aacapuntas ensayados funcionaron 



1. 



2. 



• 5. 
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sati^factorlamente.' 'El lote de fabricacidn comprendla " , 
20,000 sacapuntas. 

(a) ;.Cual es la probabllld pid iiue rni sacapuntas seleccionado^ 



al azar entre las restantes 19#500.- sacapuntas fuiicione 
aatisf ac torlamente ? 
(b) Si tu escuela compra 40 de esos sacapuntas, ies de 
esperar que tados fainclonen satisf actoMamente? 
5* Las prlmas para los seguros de vehlculos.son mas altas ouando 
• el asegurado es varon menor de 25 afios, Explica como, co- 
lecclona^do. ^atos sobre aecldentes, las compaillas de seguros 
han encontrado mas conveniente aumentar las primaa para los 
hombres J<5Venes» 
6^ Las primas de seguros de vlda y de ^ualldades de vlda se 
basan.en las. tablas de mortalldad, Una tabla de mortalidad 
incluye datos estadlstlcos que ,se presume han sido -recogldos 
entre 100,000 personas que estaban- vivas a* la edad de 10 . 
\flos. * A continuacidn se dan dlez fllas'de las Tablas Ac- 
tuariales de Mortalidad* 



Edad 


m 

i 

^ Numero de 
sobrevlvlentes 


Ni5mero de 
muertos 
durante el 
slgulente 
afio 


Edad 


• 

Nijgatiero de\ \ 
sobre vlvlentes 


. Numero de 
muertos . 
durante el 
slgulente* 
aeto 




100,000 


676 • 


40 


. 78,652 


845 


'i2 


98,650 


- 672 


50 


69,517 


1,108 


** 


^ > 97,978 


6.71 ' * 


60 


. •55,973 


1,'698 

* 


14 


97,?07 


671 


70 


55,837 


2,327 


21 


92,588. 


683 


..99 


1 





De acuerdo con la taUla, 676 -de los 100,000 no estaran vivas 
a la'ei^ad de 11 aflos. 97,97B de las 100,000 personas 
orlglnales estaran vivas a la edad de 15 aftos,- pero 671 de 
tesas personas, ide acuerdo con la tabla, mueren en el cur^o de 
un aflo. . ' ^ * ' ' 
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(a) ^CuantQS vi^n hasta la eaad de 50 aftos? 
.(b) iCuantos viyen hasta ia edad de 100 aaos? . 

(c) El mejor cdnoeimi«nto ?le la saltad y de la medicina J;enderfa 

• a hacer que esa tabla resultase anti<juadff? iPor qu4? 

^ los*iprobl«mas 7 a 10., *usa las Tablaa Actuariales de 3Mo.rtalldad 
dadas en el problema^V - Halla las respuestas correctas con una 
aproximacion de 0.01. - . , 

7. (a) iCual es la probabllldad de quer ujia p'ersona que tiene 13 

* aaos d€! edad est^ viva a la edad de o 21 aHos? 

(Sugerencla: P = ^7^73 * ) . 

(b) 6*Cual es la probabilldad de que una persona que tlene 13 
afSos de edad est^ ViW a lost.70 aftos de- edad? • 

3. .(a) iQu^ atto era haoe* 90 afios?. > 

(b) iPiensas que una tabla de m^)ftallda£l aerla \Stil si se la 
constrwyese selecclonando .actualroente 100,000 personas 

* de 1.0 afios de edad y con datos sobre las raismas para los 
prdxlmos; 90 afios? ' * * ' .. 

*(c) iPor qu^ m4todo diferente del^ sugerldo en <b) podrla 
construirse^ esa tabla?" * • 

*9'. (a) iCual es la probabilidaid de .qu« un nifto que tiene 10 afios 
de edad viva hasta la edad de 99 arlos? 
(b) iCMal es la pyobablildad'de q\ie un hombre que tiene 40 
afios de edad viv|j.h^sta la edad de 5O afios? 

10. Un tipd de pollza de Sfeuro de vida garantiza el pago de - 
j|l,000 a la.esposa de^un sefior si ^St'e muere; dentro de»un * 
periodo de diez afios. .^Ser-ia tal poliza 'rads cat'a p^ra-un 
hombre de 40, 50 6. 60 atios? ^Por que?., • ' • 

11. Considera los sigulen-tes suc6sos: . - 

* -I* * 

Suceso * A. El viernes 13 llue^e. 

Suc.eso B. -El viernes 13 sale el sol todo el dla. 

La sigulente tabla presen'Ba, las coi%diciones atmosf^ricas 
de yeinte dias viernes 13. Usando la infomacldn dada en- la 
tabla, halla P para los sucesos A y B, Basandose en la » 



infomacl^n de la tabla, iq\»^ ocupre jnas p^bablemente en un, 
gran^numero de vlei^es 13:. A o Nota que es poslble que 

no- ocurra nlngvmo de los dos bugssos. • • » 



Tiempo pays velnte' vlemes 15 



• '1. ' 


Lluvla fuerte . 


.41/ 


Nublado, sin lluivla 




Lluvia iigej'a 


12. 


Pfib?clalmente nublado 




Soleado 


15. 


Nublado cop llovizna 




Soleado 


♦ 


iilbvJLzna 




Soleado 




Soleado 


6. 


Iiluvias oaaslonale'3 . 


16, 


Soleado 


7.. 


Xlovlzna 


•17. 


Caluroso y soleado 


8. 


^ Soleado . 

* 




Soleado 
1 


9. 


Soleado . 


. 19^. 


Nutolado y llovlzna^ 


10. 


Soleado 


20/ 

• 1 


Soleado 



8-5.; Prolpabllldad de _ A o B 

Eii matematicas trataraos de encontjrar siempre un pri^clplo 
^general que de^criba una* determlxiada sltuaclc&i. En esta aecclon 
y en la prdxlma presentaremo^ dos de los m^s Importantea p^nqi- * 
,I>ios generales de la pirobabllldad. 

iSonsldera el slgulente problema: 
. En este pj^obletna se usar^ un 
marcador y un puntero, como se mues- 
tran en* la fi^^fa* Despu^s^^de glrar, 
el puntero puede deterierse^ en las 
- posi-eii^nes V 2, 4 6" 5» iCual 
'es la probabllldad (de ^'^e el puntero 
se detenga en un^numero pa:r? , * ' 

* En la flgurfi al puntero est^ en el niimero Dlremos que 

a en I 




el puntero esta en I 3 si se detiene entre l^s marcas dlbujadas 



I 
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a ambos lados de^ 3* A ftn- die que valgan todas la6 poslbles para- 
del pynterb, dlremos que. el puntero ehtA en 3 detlehe 



soWe la marca q\ie separa 3 y En forma analoga^ si se de- 

/tiine Bobre iuTiiir&irque aiip^!irara*~5 jr~^"~pair«rw^^^ 5i 

"Hay clnco poslblea resultados. • El puntero se puede detener en 
1*' 2,. 3, ^ 6 5; "El sxiceso "el puntero Be ^detlene en un niSmero 
pEir", ajs realiza si el puntero se detlene en 2 6 4] ea decir, el 
suceso.ocuire en dos de los clnco poslbles resultados. 'Bitonces la 
probabj-lldad de que el puntero se detenga en un nume3?o par ea ^. 

El suoeso de que el puntero se detenga en un n\5mero par.es 
realmente ijna comblnacl(5n de otros dos su'ce30§. Sea A . el suceso 
de Qtae el puntero detenga ,en 2, y B el suceso de Que el pun- 
tero se detenga en 4. 151 us'amos el simbolo o en represent 
tacl6n de que el suceso A o el B bcurra/ entonces J- A 9 B" es 
el suceso t§e^ que el puirtei^o se detenga en un nilmero par. Hemos en- 
contrado que 

jPodemos determinar esta probabllidad consld^rando separada- 
rtiente log sucesos A y B? Sabentos que • . • ♦ . 

• • * 

1 



P<A ' B) 



SI sumamos 

P(A-r> B) 

V 



5 y 

de 



1 

P(A) 



^P^or qu<^ 

^Por qud? 

-I 

el resultado* es lc6mo podemos obtener 



P(A) = ^ 
P,(B) = 1 



2 

'5- 



y 'P(B)?- 



2 1 1 

5^ 5^ 5 



lalprobj 



En- e^te ejeraplo^ P(A o B) « P(A) + P(B). 

. Cierteufnente, nuesti^a intuicidn nog dicf que lalprobabilldad de 
que el puntero se detenga eft 2 6 en 4 es ijiayor que la probablli- 
dad de.que.el puntero se detenga en 2 y mayor que ^ la probabilldad 
de que el puntero T^e detenga en 4^ * Muchas Weces (como 'en el caso 
anterior) > podemas sumar las ""probabilidades de sucesos separados 
*para determlj|PFi otro.suceao. Observa que en el* 
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cilso anteribi^^, el pWitePo li^o ..p^iede detenerse- en 2 '^^'y ' en j^4 . al 
mismo.. tiei^pQ (como r^stiitado de una sola bpej»acii5Ti'3V Una vez 
tiehe qW<S6l'efi©3Pse 'eif uno "o*^ vez en el'^'.otro. Los. sucesos 
A y B noV^eden; ociirrir *a la vezj^^Estpi es viik 'tSe- las qondi- 
ciones .que ae requieren. para^que^se" puedJiJi sumar las, proWbillo- 
daQes^ ' Bos s^icesos q^e no pueden^QCU3?rl^?^.^ 1 vez se llaman 
STJceBOS mutua mente excluslVQS^ • * 
* Conslderembs otrg. ejemplo. ^ 




Los slete numaro^ estan *t 
l1guaim6nte espaclados* 



* ^ li towntero glra llbremente.- iOudl la probabUlda^ die que 
se d^tenga eft un nuraero paaj . * , . * 
Hay 7 "posibles resultados. Tr^s de los ' 7., son resultados 
favorables. Los llamaramo^^, B y Cr* A, el puntero ae detleAe 
en 2j B, el puntero se detiene en 4| C, el puntero se dejtiene ' 
en .6. El -suceso cuya* probabilidad .buscaraos ea A o B o C. 
Iios suc%sos A, B y -se excluyen mituamente, pues el puhteto 
puede detenefse so'lamente *en uno de esos niSmeros al final de cada 
operaci6ni ' * • • * ; " - 

Por cdnsigulente, * ' ' 

. • ■«> 'P(A d-B o C) = P(A) + P{B),+ P{C) 

P(5k) 1. ' iPor qu^?. T^ambldn P(B) = ij y P(C) = j. \. 

' ^ ^ • 1- T 1 ■3 

• / >(A o . B , o C) = Y r^.y :t: Y = ,^ 

- - Obsrerva qiae hemos" Idegadc^va^las eonelusiones , ^{A o B) - . 
P(J) -+ P(B) y' P(A o B p C) s= P'(A) + P{B) + P(C),,de un unlco 
ejemplo cada una. Puedes v^rificar esas GonGluslones ^esolvlendo 
aigunos de- los problemas de los EJerclclos 8-5 medlanHt^i los^dos 
m^todos conslderadQS 6n el ejemplo del princij)ifc) de esta seccion. 
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jSJerciolos 8^3 
En el ma^cador loa tti5mero8 
■ estdn Ifsualmente espaclaaos. 




8-3 
1 



iCual es*la probabllidad de que )gl puntero glratprlo se det^nga. 
' en un raiin^ro impar? ^ ' * . ^ 

U) i.<^^ es la probat^ilidacl de obtener un 6 d -un "l si 
^ ^ l-anisamos 'Clado cuyas ^caras* est& nuraeradaa de' l a 6? 

Xh) ^Cual*es la probablllcJad^ de no obtener un .6 (5 un l '^sl 
^k.^ se •lanza^'una vez un dado ^n caras numeradas de l a 6? 

(a) x ' ,6CuaX IBs la Buma <pe las pjrotjabilldadea del problsT^a 2(a) . 
, y (b)? ^Puedes Interpretar esto como la probabilldad de 

-qu^ un-suceso o'curra con certeza? 
;(b) iPo^rfa^.usar la probabllldad obtenlda en el probleina 2(a) 

! para resolved ei probleraa 2(b)? » » ' 
En* una bolsa hax ocho bolltas blanqas y'dos rojas. Si se toma 
una boll-fea al'azar, ^cual es .la probabilidad'de que 'no sea ro.1a? 
Sea A'un suceso cualquiera. Sea. B el suceso "A no ocurre", 
Escribe una ecuacion que reladlone "a P.(a) ' y* P(B). ' > 

En una bolsa hay cuatro bolitas roJas, tres blancas y .dos azu- 
les^ ^ Si se toma una bollta' al azar. 

{a.y icual es la probabiirdad de qbt^ner una bolita rbja? 

(b) ;.Qu4l ,es. la ppobaVilidad <3e obtener una bolita blanca? ' ' 

(c) icu^l es' la probabilidad de obtener una bolita roja o'yna 
blailca? '» 

En^ el barrio se realiza una exhlblcldn de animales domistlcos* 
Concursan dlez peirros, ocho gatos, tres canarios y sels corjejos. 
De los duerlps de los ahimales, se premlara a la persona fcuyo 
•pombre se saque de una uma. ' '>_J 

(a) iCual es la probabil^-dad .de que ed duefio' d| un perro o el • 
. de un gato gja^e- el premlo? 
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(b) iOudl es lat. prpbabll'ldad de que el dueao d6 un Gua<Jin5pedo 



9. 



10. 



; no gane ese" premio? . ' . " • , 

Se llaman .aucesoe mutuamente eatcluslvos los que no pueden 
ocuiTlr a la vez. Si un suces(> ocurre, el otro no .puede " " 
octarrir. Tieniendo- esto presente, ^cudles de Ids Siigui antes • , 
sucesos son wutuaraepte exclusivos? ... 

(a) . El suceso ,de obtener cara "0 cruz al tirai? una moneda. 

(b) El swjeso de hajier resuelto exactaraente sels prpbleraas 

* en un examen o de haber resuelto exactamente ocho pro-' - 
blemas en el examen. * 
•(c) El "suceso de-> lanzar un dado y obtener un numero -liftpar 6, 
un n\5meix> 3. • " ' . 

(d) / El-suceso de Janzar un dado y obtener un'ntero 6 . 6'un 

niimero 3, si las caras del daSo estan numeradas de 1 
/• a 6. ■ , ' V " 

(e) El suceso de conducir el automdvil o ir de compras. 

(f) ' El' suceso de Ir- hacla arrlba b <^e* ir hacia abajo. 

{«) El suceso de sacarun as o una sota de un paquete de ' ^ 
cartas en una sola extraccidn. . * 

El sue esq de correr 0 estar sentado.* • 
El suceso de hablar a tu maestro o de hablar a tu madre, 
•si hablas a una sola persona. 
(J) El, suceso de guardar el automdvil o de partlr ton 61, 
El marcador ^e dlvide.de manera 
que la raitad de la" circunferencia 
correspbnde a '8j 1> 3 y ^ estan . 
igualmente e spa ci ados. 



(h) 
fl). 




^Cual es la probabilldad de que el puntero glratorio se de- 
tenga en un numero par? / * ' 

En una bolsa hay cuatro ^rje4?as rojas y cinco tarjetas negras. 
(a) iCuantos pares diferentes de tarjetas hay en la bolsa? 

(Sugerencia: (|)«) . . • 
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(b) iCu^toB pare^ dlferent^s de tar j etas rojas hay en la 

•;<'biolsa? . «^ • ' ^ ' . ,-, 

(c) idu^tps pares a^tferentes de tarjetag negras hay «n la 
bolsa? . " _ * ' , 

(a) iCu^to9 pareis diferentes, .formados por una tarjeta ro^a - 

~ ■• ...... . » ■ * ■ , ' > - 

y- una negra,. hay en la holsa? , ' » , , 

. (®) iQu^ relacldn hay entre la' suma de,lds ntiriieroi de pares des; 

M» (c) y td), y el n-^merb de pares de* ('a')?* . , 

11. Determlna la px^obabllidad- de 'las ^iguientes extra5cl0nes.de tar- 
* jetas de la bolsa del problema 10. 

(a) .1 Un par'en el cual amb^s tar Jetas sean del mismd color. 

(b) Un par'que ,conslsta en una .tarjeta roja y una negra. 

12. ^ Iiiama C al suceso de obtener cara.por lo menos en una raoneda 

cuandb se tlran "dps. Llama A «suceso de que 'saiga cara en* 
la prlmeya-^ moneda y B . al suceso de que saiga cara en la se-^ 
gunda moneda. , Entonces- 

(a) iPor es .P(C) 

(b) ^Puaden^ocurrlr los suc^sos ^. y B a la vez? 

(c) En este problema, (,poi^ qoi es cierto que , 

P(A) + P(B) ?^ P(C>f 



8^4^ Probabllldad de A y B 

En la Secclono-5 hemos hallado la probabllldad de que ocurra 
el suceso A q el suceso B* si* es Itnposlble que A y B ocurran 
a la yez (A y B son sucesos mutuamente excluslvos) la probablll- 
dad cle A o B es la suma de la probaftWLldad <3e A y la probabl- 
lldad de B.. Slmbolicamente, escribimos 

P(A B).=; P(A) + P{B) 

Ahora queremos hallar la probablirdad de que dados dos sucesos* 
ocurran ambos* ^Gual es la proliabilidad. de que si se tlran dos mone 
d5a3, ambas sean* caras? Los posibles resultados j^n: C), (C,R), 

(R,G) y (R, R). Entonces, la probabllldad de que arabas inonedas ' ' 



presenten eara es 4» . SI llamarAos suceso A ai* sucesa. de que 
\)flaa inpne4|a iBalga cara, y B al sucesq^-de que la ptra moneda 
• siA&L ojira, entonoes " • 

: i>(A y B). a Tf. " Observa que 7^ = (^) • 

* A y.B es :el buc^so di&* que aoabas ra<?neda3 pres^niasafi. cara.* ?ara 
este ejjemplo, vemos que ^ P(A y B) « P(A) * P(B). Se deberfa 
obBervai* que. A y B. son sucesos Independlentes. El que una 
moneda present e qara o cruz no afecta en modo alguno el pesui,tado 
de la otya moneda. ^ • 

Oonsidera que tirambs una moneda y hacemos girar el Jpuntero 
^ de ,un marcadop con los mlmeros i, 2, 5 y igualmente espa- 
ciados. Si se tira la moneda, no importandq qu^ lado de »la moneda 
se presente, este resuitado no afecta el'reaultado del puntero 
. glratorio. Este es.otro eJeii5)lo, de sucesos. independlentes. Si 
riamamos A al, suceso de que aparezca una cara cuando tlrscrnos 
una moneda y B al suceso de que el punt^ero se detenga en 
« entonces A y B son sucesos independi-entes. • 
Si quereraos determinar la probabilidad de la aparicldn de , 
una caray'de la detencidn del puntero en 4, estamoa buscando 
ia probabilidad de que ocurran dos sucesos. Si representamos 
por "A y B" al suceso de que " ambos . A y B ocurran" , entonces 
estamos buscando P(A y B).' " 

* ' .Haciendo una llsta 'de todas las poslbllidades' obtenemos^ lo 
sigulente : . . > * ^ 

C, 4. R, 3 * 

R, 1 . R, 4 ' 

R, 2 ' V 

- C, " f ' significa que la moneda presenta cara-y el puntero se de- 
tiene en el numero uno.^ El suceso deseadp es C, >• que es uno 
de log posibles resultados. .Entonces 

: ' ' . . P(A y B) = ^ 



C, 2 
C, 3 



PodemoB t'ambi^n resolver el.prb^lema hallando P(A) y P(B). 

1 . «7tiS 1 



pbsQrva que X ^ = ^, que es .la proba|»lpLiciad que .Hemos hallado^ 
para el suceso (A y B)*. . ^ 

' 'Otra manera de Iraaginar esto como. pTOductd es observar que de 
todos io» reaultaiJos favo:i?ables pafa B<5lo.uno de los poslble^ 
resuitadQS para B {o^'^ de los poslbles resultadoa para B) es 
favorable. Entonces, la t^robabllidad d^ A y B. es de P(A), 
y, por consigulente,. P(A y B) « ^ • l^h) ^ = -g"* 

Vearaos jun ejemplo mas: * • \ 

Estas efectuando un examen que consiste tert preguntas con 
varias ORclones, en que hay 5 poslbies re$pue3tas para cada pre- 
gunta. Has respondido a todas las preguntas, excep to la 7" y la 
9^ que son dlfdUiles. Por eliminaci^n, sabes que^ la respueata 
correcta para la pregianta 7 es una entre 2 poslble^, y la res- 
pueata correcta para I'a pregunta 9 «s una entre 3 poslbies* *De- . 
cides tratar de adlvinar, Determlna la probabllldad de obtener las 
re-spuestas correctas a las preguntas 7 y 9, suponlendo que tu 
respuesta a la pregunta 7 no af ecta tu respuesta -a la jpregunta 9. - 
Sea A el suceso dqi eleglr la respuesta correcta, para la pre - 
gunta 7 y B el suceso de dar la respuesta correcta para la pre- 
gunta 9. Los sucesos A y B son independlentes. i.Por qu^? 
Queremos saber cuanto es ' P(A y B). Por la propledad observada 
6n los dos ejemplos anteriores, - 

P(A y B) = pCa). . P(B) 
Tarabi^n saberaos que P<A) = ^. iPor ^qu^? . iQ^^ slgnlflca "adlvinar"? 
Tambi^n, P(B) = 1. ' ^ ' . . * • ' * " • 

.P(A y .B)^=^ . } 

i.a probabllldad de »responder correctamente a las preguiitas'J y 9» 
Inando, es „ * " * . 

Nuestra- Intulcidn nos dice que la probabllldad de que dos 
sucesos ocTurran, P(A y" B), e.s^ menor,, que Xb. p'robabilidad de qiJe 
uno u otro ocurra, P(A o B). Nue.stra Intuicldn tambl^n nos dice 




que P(A y ^B) es m.enor que " B(A) y que , P(B). En esta aflr- 
macldn se aupone gue ?3ij|,hguno de los> sucesos puede tener una pro- 
KaMlidad igu^a a ir"""^" : • • , ... T 

■ 1, Tiras una moneda^ do^s yecea su'ceslvamen'fc.e. Sea A fel suceso 
" de que la moneda presenter cruz en la primei»a tlrada y B el 
suceso 4e que presente cara en^ la segunda Jjli*ada. 

(a) " iSoji loa» ?|uceso8 a" y B 3,ndependientes? Expllca tu 

respu'esta. V * ' - * 

Determlna la priobabllidad de<nue la mofieda presente cara 
en ambas . J;irfidas. o « 

SI -A, B y C . son sucesos Independlentes, enfconces 
P(A y B y C) = P(A) X P(B) x P(c). Establece una 
^ propledad analoga*que valga para cuatro suoesos indepen- 
„' — .-^ientes, , , . , • • 

(b) Determlna 1^ probabilidad de' la aparioidrt de una cara en 
cada una de las nueve tlradas- sucesivas de una moneda. 

Tu equipo de baloncesto va a Jugar con el equipo Ay con el . 
equipo B en.dos fechas sucesivas, 

a' 



2. 



(a) 



3. 



Se «stlma que la proba- 

1 



es 



y la de que le 



bllldad*de que le' gane al equipo 
gane ^1 equipo' B es I-, 

(a) iCual e^ la probabllldad de que tu equipo gane sonbos 
^ pairtidos? ^ , 

(b) Si tu equipo gana el primer partldo^ icual es la proba- 
bllldad de que gan%el seguhdo? \ . 







Roio\ 






\Bloncoy 




VroJo 




- 4 







Las cual^ro 
secclonee 
son ^guales. 




Las s'eia 
secclones 
son Iguales. 



Marcadbr A 



Marcador ' B 



Se haceii girar los dos punteros.' Sugdn que ambos son % » 
"honestos". * * 
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• (*a) jGu^l ,68 la probabilldad de que lo3 dos punteros se deten- 
gan en ro jo? ' _ ^ ^. . ; t.. 

(b) iCu^i es la probabilldad de. que anjbos p-unteros detengan 
^ en vepde? ^ . • , 

(c) iCu^l jes la probabllidad de que A se detenga en bianco 
y B en azul ? • . 

Si tSenes una bolsa con G^inco bQlltag negras y cuatro blanca?,- 
ictial es la probabllidad de sacar dos bolitaB blancas de la 
bolsa si se saca^prlmero una y se la devuelye a la bolsa |intes 
<ae skcar la segunda? * v • 

TSii el problema 5, 6cu^l es la probabllidad de sacar dos bolitas 
blancas si 1|l prime ra bolita no^se devuelye a la boiga kntes de 
s^aca^' la segunda? . . " • . 

(a) iSon independientes los sucesoa*del problema 5? • 

(b) iSon independientes los sucesgs del problema 6? 

Supon que la probabllidad de que la famllia Diaz tenga un varon 
es ^, la. de. tjue tenga' una nlfla ea ^ ^ . * 

^Cu^l es. la probabllidad de que los dos*-priraeros hi;Jos de 
los esposos Diaz sean vardn y una niSa? 
^Cudi es la probabllidad ""de que los I)laz tengan pylmero rni 
rRTon y luego una nlHa? 
-^Cual es la probdbllldad de ^que tengan .prlmero una nlHa y/ 
luego un var<$n? . 

(d) SI los Diaz tlenen un tercer hl^o, ^cuSl es la probablli- 
dad 4ue no sea nlaa? . 

^Guales de los, slgulenles pares de sucesos son independientes? 
^a) Sacar una ^olita negra cada una de las dos veces tjue se , 

saca una bol|lta de una bolsa que contlene bolitas negras 
^ y blancas, si no devuelves la prlmera bolita antqs de 

sacar la segunda. * 

(b) Sacar una bolita negra Cada una de las dos vec es 'que' sacas 
una bolita de una bolsa que contlene bolitas negras y |^ 

^ . 4)lancas^ si devuelves la pMmera ^bolita gmtes de sacar la, 
segunda* i 

(c) Ir a la escuela y llegar a ser abogado* ^ ? 

(d) Ofitfc^ner 3 en.un dado con.caras numeradas y obtener cara. 
tirando una moneda. 




(e) Ml sucego de que un dla est^ soleado y el sucescde que. 
el ai|Mlente dla est^ parcialmente nublado. ^ 
tQ^ . rpen eao-a-qiue resolver ' ciertp problema. La probabllldad de que 
uAa persona r^esuelva el problema e^s ^. La pro.babllidad de 
que otra persona resuelva el problema es 
* (a) iQual ea la probabllldad de que el problema no sea re~* 
suelto sl ^mbas fpei!*sonas. trabajan Independlentemente en 
* B^x sol\acl6n? * . . . ^ 
(b) iCual es la probabllldstcl ,de que el problema .sea resuelto? 
11*; Sl* se debe escoger \in coraltd cje 3 p'ersonaa entre los 20 
alumnos de una c3.ase y se puede escoger cualqulera de los 
aiuinnos, '^cual e^ la pirobabllldad de que tu y tus dos mejores 
^ amlgos sean escogldos? ^ 

12. Gu'ando se -tiran sels monedas^ 6*fcudl es la probabllldad dd^ que, 
se obtenga poi* lo menos una cara?^ * 

13. Hace unos^ clen. aflos un monje llamado Mendel hlzo varies ex- 
perimentos aultlvjando :iglantas^ especialmente guisantes. Los 
resultados de esos e^cperimentos fuei^on tan Importantes que 
nuestros modefnos c^Dnocimlentds de la herencla se basanv en 
sus Investlgaclone's. ^ 

Sabemo^s' ahora que las caracterlstlcas.heredltarlas estan 
con troladaj/ por genes,, y que dstos estdn colocados en los 
cromosoma/§. Asf como una persona tlene dbs cromo somas de 
una esp^ie particular^, como A, tlene tamblen dos genes para 
un rasg^c particular. Esos genes no tienen por qu^ ser exacta- 
mente;. iguales. Pueden contener dos aspectos dlferentes^ del 
mlsmo/rasgo; por ejemplo, bjos pardos y ojos azules, o cabeilo 
rlzado ^y cabello lacio. ^ / 

/ Ed importante^ saber que un padre puede transmltir 51* un 
hi^o solamentfe un gene de los dos que tlerie de una especle 
particular. Cada "hlflo reclbira de su madre uno de los dos 
poslbles gene© correspondientes a un rasgo, y de su padre, uno 
de los dos poslbles genes para el mlsmo" rasgo* La probablll- 
dad *de obtener uno cualqulera de los ^dos genes de uno de los 
, padres es « ^ • ^ 

Lo quf pueda resultar al azar, de esos genes, afectara 



al rasgo correspondiente' en ©1 nifio. &i los clavel^s^ por e^em- 
plo, se pro duoen ^ floras rojas cuando una planta tlene dos g^Bs 
R* (RR),^ y se j^ro(3ucen.f lores "blancas cuajndo una planta tiene '• 
dos genes .r^ (rr). Pero, si la planta tlene \m gene R y tm- 
• gene entpnces la^ f loirea^ son^ rosada^, 

(a) iO^al es ,1a. proba^llldad de q\ie las plaatas de f lores 
rojas produzcan genes, R? * \ * jj 

(b) ^ iCual es la probabllldad de qtjae las plantas de flores 

. / blancas produzcan , genes Jl? - , ; . 

(c) iCual es la^ p^robabilidad de obtener flores rojas cuando 
\ -V se cruzan plantas de* flores roisadas con otras plantas de 

flores rosadas? ♦ : 

J^6) iQnal es la probabilldad de /obtener flores rojas cuando se 
* pruzjan planta$^^de fXores rojas con plantas de i'lores rosa 
das? . ' : V \ 

' Se; ti enen diez varlHas. Una tiene r^^ulgada de longitud, 
. ^ otra Z.pulgadas de lon^itud, y asl^ si^cesl^v^inente, hasta 10 
pulgadas dQ longitud. Ifeia persona toma al azar tres de esas 
varillas* ^ iCual es la probabilldad de que Se piaeda formar un 
* trlangulo con ellas? Recuerda que la^ suma de las longitudes 
. ' de dos de los lados de un trlangulo es majfor que la longitud . 
del tercer lado, * ^ 
*15, . Dentro de un somWero se<ponen di^ez trozos de papel>ni}inerai^os 
* ; del 1. ^al lO, inezcl^andolos bieri, Una, persona j^on los ojps 
. . cubiertos *saca dos trozoe de papdl. ^ iP^^i %s la probabilldad 

(a) de que las numeros de ambos papeles seaii pares? 

(b) de que la suma de lo§ dos -numeros sea par? « 

(c) * de que 1^ suma de los dos* numeros sea divisible por 3? 
t (6) de que ,1a suma ^e los dos^numeroS sea jnenor que .20? 

(e) \ de que la suma de los dos numetos sea mayor que v 20? 
16. * PROHLEMA BIFICIL/ ' , • * v 

( a) Se tiran un penique^ una morie^a de ciricb centavos, una * 
^loneda de diesi centavos y un cukrto de dolar, y se ob- 
tienen exact guomehte dos caras* i^Cual es la probabilldad 
de q^Te una de esas dos caras que b?esultari sea la £3e la , , 
mpneda de dlez centavos? ' « 
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Si- se \;lran las mianias •c\jia'tro moniedas. y exastamen-^e^ibreB 
' "resultan .caras; ^cual ee ia probabHidad de que. una de 
lai t^3?fes sea la monecla de <|ie2 centavos? _ : / 
^JiZ^JSB£iS3^^ Sevtlyan <^1jioo monedas dlf er^ntes^ 

prolilema 16 ain medj^ djtSlar ademas, ^Cyal es la p:ft^babilldad 
' de cada uno de los slgulqntes suces'os? , ^ * ^ 

(a) SI sal en exactamente tres oaras, xina.es una moneda de • 
diez centavos y ,utia es mx euarto de doljaa^; 

(b) SI resultan^ exactamente dbs caras^ una es una moneda de 
: "dies centavos, * * 

{0) Que resulten exactamente dds caras. y que vngi de ellas. . 
. . sea .de la moneda de die^ centavos* , >. * 

(d) Que pjPBulten exactamente tres caras y.fl^© dos^^^de^^llas 
sean una idoneda^ de diez centapvos y un miarto de ddlAr, 
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8-5^ Resumen ^ 

En este capltulQ. has 6s,tudlado algunas ideas ele^entales de 
la prcrbabilidad, has resuelto alguj^os problemas con aplicaciones 
de estas ideas, y has utllizado la nbtacldn de las ^probabilidades, 
tal Gomo P(a), Has observado que^ por deflnicidn,. 

PCa) es la probabilldad, o medlda de la poslbilidad, de qu6 >el 
suces9 ocurra. ; . ^ 

Se han conslderado dos tlpos de sltuaclones a las que se ^ 
pueden a^licar^las probabilidades. En una, puedes hacer una^ 
llsta y contar todos los poslbles resultados* En la otra, no te 
es poslble hacerlo, o no 'lo haces porque resultarla un trabajo 
tedloso* En esta situacion, escoges una muestra de' los dates y 
te bapas mas en los calculos sbWe la. muestra que en los re- • 
ferentes al' total* 

Tambl^n has re^elto problemas que ilustran lo sigulehte; 
(1) P(A ' o B) = P(A)> P(B), donde >(A o B) es ' 
la probabilldad de q^ue un suceso A o un suceso 
B ocurra, supuesto que A y B no pueden 



"ocurrir a la vez.«> ( A y fe /aon mutuamehte exclu- 

(2) P(A t . B) - P(A). • P<B)V clonde P(A y B) ee 

la prob|bllld8!,d> de _que o cupran ambo8« el ^uoeao A . 
~ y" el siiceao B, suponiendo qvie el "6xito o el fracaso 
• de ,A no afecta <sn forma alguna al^ aucesp B, 

• (A ,y- B son Independlentea. ) 

EJercicloB . 8-5 . ^ . . 

Lfts niMh^rales para los n\imei»os del .1 al 16 se escr^.ben pn- 
16 ,flcha.s. Sitae t^)ma al azar 'una dg lai? flchas, ^cudl es l^a 
prpbabilldad de que el n\5mero escrlto sea . * : 
(a) ^"dl^islble po^ * 4? . . 

•(*b) divisible pop 5? ' \ * . . • ^ 

(c) ' un niSmero primo? . 

(d) - un nxanero de do3 dlgitos? . 

• (e) divisible por. 4 y per 5? 

TJna ca3a de lapices contiene 5. Idplces <auros y 12 blandos. 
Si sacas un lapiz, ic^al es la probabilidad de que sea 

(a) "blando? / ' ' ' , 

5(b) duro? * ■ ■ V ' ' 

(.cs;^* diaro o blando? ' ^ . 

Cuando*se da una serial, ^inco nlHos tlran al aire un penlque 
cada ufio* iCual es la .probabllidad^de que 'todas las raonedas . 
.presenten cara? 

Se ^trae una carta de *un mazo de 52 cartas* 

(^l) ^Cual es la* probabilidad de que saiga un diamante? 

(b) ^Cual es la probabilidad dp que la carta sea un as? 

(c) iCual es la probabilidad de que la cai'ta sea el as de 
dlamantes? . . ^ - 

(d) iCual es la probabilidad de que la carta sea^. un diamante 
o una e^spada? 

Un seaor obsequia coh un juego de blfcques^ a su hi Jo de dos 
aKos. Cada bloque^ tiene la misma letra del alfabeto en cada 
una de 3us caras, ' Ei padre selecclon?t los bloques necesarlos 
p^ra formar el nombre del nino, "ALBERT 0'%. y se los 



* 



entrega a ^ste^ quien a3in\no sabe dlstlnguir -una letra-de 
otra. Despu^s de jugar yxn rato cqn los slete bldquea el nlKo 
Tos dispone en 3iliiea» i'Gual es la probaMlidad de qiie esta 
dispo.si clon forme sfu nombre? , , ^ >\ - ; ' 



, 6* .. Una bolsa contlene 4 veces maa bolitas rojas que boll ta^ 
^ toegras (Id^ntioas salvo el calqr)* SI se saca una bolita% 
icual es la probabllldad de que sea ro ja? , 
7* SI hay dos bolitaa^negras y una blanca una caja, po^emos 

• deoir que hay tres pa^es posibles de bqlitas* en la caja* 
Determlna la probabdliddd de que, sacando s^l azar Un par de 
bolltas^ a 

(a) ambas sean negras, * . * \ 

(b) una sea negra y 1^ otra blanca. 
8, Halla la suma de las probabllldade's en el 'probiema 7(a) ,y 

(b). Expli^ca el signlflcado de la suma. . 
9* Se te va a oolocar en flla con dos nlhas (o nlRo^) uno de lop 
cuales es tu mejor amlgo* SI la flla contlene 'exVctalmeinte * 
tres personas Incluy^ndote a\tl^ ^cual es la probabllidad de 
que ^stes coloeado Junto a tu amlgo? En este probl^rna su^ 
pondremos^ que no te has eolocado. lntencionalraente\fen* nxpgUn 
sitlo particular. Si te colocas Junto a iti amlgo, ya el 
azar no intervendrla. « ^. - T . 

VO. En la Escuela Secundaria de San.Gajc^los los estudi^nteis han 
sldo- dlvidldos en secclones, alfabetlcamente. En« la seccldn 
D, los nurneros de estudiantes contados por las irticlales de 
sus apellldos son asl : * . 

K - 5, .L - h, • M - 8, 'n - 0' - 2, P - 5 y Q'-.i. « 

(a) Determlna la probabllidad de que un estudlante-^elegido 
al azar tenga un apellido que comlencegcon K o con * L. 

(b) Determlna la probabllidad de que un est^^^te elegldo 
al azar tenga un apellido que comlence fHF^# ^ o ^^^^ 

(c) iCual es la probabllidad de que un estudWnte elegldo 
al azar no tenga un apellido con inlclal o N? 

11. Basandose en los reglstros tie la temporada, el ,1' de setiem- 

# bre, la media de bateo de es 0.^13, la de 3 es 0.260,. 
y la de C es 0.500. Si A, B y C batean fen este-ordeh. 
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IQuil es la prob^bllidad de que los tres. golpeen la pelota? \. 
(Refiondea tu 3>{^puestk eon ^a >aproximaoi<5n de una mil^sima. ) . 
Basdndose ; en los datos exlstentes^ los /'bldlo^os xjonsldergun qy^ ; 
la prpbablia/3ad de que nazca un ^a^s^n es y de que nazca unal^ 
nliSa es i* *^ En el nafiiralento .d^ tres ni^^ ^ - ^ 

(a) 4cual»es la probabliidad de que todos sean v^BX^onesV 
*(bV 6.^tial es.la probabllldad de que por lo rtenos dos seah ' \ * 

yai*ones? ^ ^ . ' 

Imaglna un dodecaedro regular (sdlido que tlene dooe caras . ' 
plants) en el^que 5 carus han sldo pintadas de blahc6 y 7 
de negro* SI lanzas este sdlldo, ^cual es la probabllldad de ' * 
que calga con una cara.blanoa hacia aba jo es decir, apoyando 
en cara blanca? * . . . 

SI en una.caja liii|^.225 bolitas blancas y 50b, bolitas negras> ^ 
^eual es la probabilldjad de sacar tina bollta negra en la prlmera 
extJpaccidn? ^ . 

JBTiuries los "Panteras" juegan contra ios ^sos^* y el martes 
los "Panteras" juegan' contra los "Naclonale^'"| *$asandose en 
log resultados de, la temporada, *„se dice que la probabllldad de. 
4ue los "Panteras" ganen a los "Osos" es 0.4, y la* J|ro'^ab34i- 
dad de que los "Paiit^ras" ganen a los "Naclonales." es O^^, 
Supdn que los resultados del primer partldo no'producen nlng\j(n 
efecto sobre los resultados del segundo partldb^ 
(a) iC^al es la probabllldad de que los "Panterses" ganen arabos 

partldos? 

(p) iCual es la probabllldad de que los '^'Pantpras" plerdian am- 
bos partldos? ^ ^ . . \ 

(c) iGual es la probabllidaci de que los "Panteras"* ganeo el ^ 
partldo con lo;3 "Osos" y plerdan el partido con los ' 

.I'Nacijnales"? . ^ ^ ' ' , \ 

(d) iCual es el otro resultado poslble al jugar ambos .partl- 
dos?. 6Cual es la probabllldad de este sucesb'? * : . 

Un cu^o cuyas caras estan numeradas de • 1 a 6 y una moiieda 
se tiran al mlSmo tiempo. ; ^ i . 5 

(a) iCual es la probabllldad de obtener a la vez cara y 6? ' 

(b) iCual es la probabllldad de obtener una cara p- un 5? 



fc) ' iGiliX es la probabllldaa de obtener una cara o m niimero 
divlsibXe por 2? " 
/*17.. Suppn que "tlenes sels cartas 'para entregar en dlVersos sltlos 
: de la piudad. Se ofrecen dos niaos para ^ntregarlas, iD^ 
, cu^tas- maneras diferentes puedes dlstribuir las caa^tas entre 
los niaos? Incluye las poslbllldades de que un nifto reciba 
0,* 1 y 2 cartas para dlstrlbylr, asi corao la poslbilldad' 
. de que "cada nlKo reclba 3 - cartas. . * 



* . ' ^ Capltulo 9 V »' ; 
TRIANGJJLOS. SEMEJmPES Y VARIACION . * 



9.->1« Medi clones Indlre etas y razones 

Haa Xeldoi en el Capltuio 3 que aa distancla d^ la tierra al 
soi es de 95,000,000* de miliar, y Uue la distancla de la tlerra , 
a la estrella mas proxlma (distlnta del sol) es 4 aSos de luz. » 
Probabl«mente sabes que el ^iaraetro d4^.a tierra es de unas" 8/OOG 
millas. iOJe imaginas que algulen ha efecUu^do la medida de la disi- 
tancia de la tierra*^ sol utillzando una c3,nta de medlr, o ha per- 
foradd aguje^po q\je pase por el cen1%) de l*a tierra para medlr 
sudiametro? Naturalmente que no.; Esas \ distancias se han medido 
I ndlrec tamente . Medinfos ciertas longitudes y angulos/que estan a 
nuestro alcailce. Luefeo^ carlculamos las 16niB4toJd«s que. nos interesan. 
A f in de hacer esto, poderaos usar las relaciones • que hay fentre los 
elementoB de un- triangulo. * > , * ' 

Podemos usar tambi^n mediclon^s incjirectas >en problemas m^s . 
cercanos a nuestra experlencla dlaVia. Supori que un dla -de sol ^ 
queremos balcular la gltura tde-^un edlflclo. Podemo^ medlr la' longer 
tud de sy sombra, que resuXta ser 40 pies: :,Luego solicltamos la * 
ayuda de un amigo» que tlene una estatura de 6 pies. Encpntram<is 
que la longltud de su sombi'a es 8 ples» \ v \ . ^ 

Entonces. su estatuA ^es sels octavos, ,,9* 
tres^cuartoB^ de la longltud de su Bombra^ 
PodemOs escrlbir esto asl: 

3U estatura i ^ ^ ^ 

longltud de su s©ralDra T H T ^ 

Pareoeria que la razon de la altura del 
edlflclo a la longltud de la^ sombra del 
mismo serla tambl^n : Entonces obteae-^ 
mos la slguiente proporcion : 



tJsaiido la propiedad multipllcatlva 
de la Igualdad, 




entonces, y » 3p. L& altura del edifioio es JO.pl^s. 

■ ^ . , . , . ... , 

Ejerciclos de claae 9*1 a 
En .ia slgulente flgura, el . par olpdenado (4, 'O) se deslgna 
con la ?.etra A, (4, >) se deslgfta con y as! sucesivamente. 

pasa per los puntqa^D y P. La \ongitvd de un lado de uno 
d,e los cuadrados pequeKos *representard una unidad de longitud. 
Usa la flgura para resjjonder a las* preguntafe que se IncSloan/ 
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1. AB* eSs 3, y t)A es 4. (Recuerda* (Ji^t&n. AB sin nlngun elm- 
bolo encima signlfica '^la medida del .segmeinto SS".) Ppr 
conslguiente, la razoh de AB a OA es ^ = 
(a) iCual es^'la razon de Ch a OC? 
, (t)).^6Cual es la* raEon de EF a OE? 
2* Las llneas curias de tra'zos qiie paseui por los puntoe^B, D 

y P han sldo dlbujadas con un compas. Entonces poderaos 
' decir que OB es 5, OD es 10, "yaal* suceslvaraente* 
(a), ^iCual es la raz6n de AB a* Q^? 



: 5. 




(a) 



^Cual es la razon de CD 

Hall a el "valor .de 24« 
* OC °® , 



a OD?. 



Hal la 



7' 



4 



Copla y conqpleta la tabla <3e 
la deapecha. • La tab! a comple- 
tada indicara las razones^ - . 
correspondlentes al dlbu Jo 



1 


* 


' 5 


AB- 5 
OA 4 


TOT ^ ^ 


OA ^ 






. oc ^ 


EP ■ ) 

m - j! 


EP , 


OE _ , 



(a) Compai-a las razorxes de la colurana 1. Debes encontrar que 
esas razones son iguales. Entonces 



AB 



CD 

m 



\ 



EP _ *GH 

oE ~ 05" 



(b) Coiapara las razones de la coluiraia 2 



de las razones estdj en su fo^wa^ mds'B^iple? * ' 

(e)* iCual de las yazcmas de la columna 3 esta en s^i forma mas 



iSon Iguales? ^Cual 



^ ^ simple? iSon la6 razones de esta coluinna Igtiales?. 
En •'la figiira de la derecha se - 
inuestra una parte del dibujo 
anterior. Eleglmos el punto 
\ sQbre trazamos por 

N una recta* perpendicular al 
.eje de las- abscigas que inter- - 
seque. a es^e Jt."^ I»a longl- 
tud de pT* es. y. La longl- 
tud de M t es X. . 



(a) y es aproxlraadamente 4^ 
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4. 5, " 

MN _'y 
« " X 



iCuanto es 



X? 



Supon que eleglmos un punto cualqulera \ R sobre OB, Una 
recta (}ue pasa per R es perpendicular al eje de las abscisas 
y lo interseca en S, ^ , , 

(a.) 6^u^ clape de triangulo determlnan los segmentbs que unen 
^ . 0, S y R? 

(b) iParece que la razon del lado "y" al lado "x^^ de tal'^tri-- 



angulo serl a slempre 
lar? • . > 



si utllizamos este rayo •partlcu- 



■ - ■ ■ . ■ • " " .'"•,« . • * ' ' " . 

8. (a) En AOMN, ^ ea el la'cio mds largo. iQu<§ nombre se da 

al lado mas largo de un trlangulo rectangulo? 
(b) Como ee «n trlangulo rectangulo, se puede usar 

el teorema de Pitagoras para haliar la longltud de 
. Determine ON usajido este teorema, 

9. Eri el dibujo a la . . \ 
derecha, el angulo 
que ^ forma con 
el eje de las at)s-. 
clsas es dlf6rente 
del angulo de la 
flgura para el 

• — -"primer probleraa.. 
Para , ACTAB en 
esta f Igura, AB . 
es y; OA es x 
2; OB es r. De 
manera an^loga. 
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para los^ trlangu- 
los OCD y OEF^ ' - • * , 

las medidas de las longitudes de los. catetos vertlcales SQji y, 
las de lo3 catetos horlzontales son x ^ las de los ''terceros 
^ lados son r. Para los tres triangulos no podeyos obteher la 
medida exacta de r, la hlpotenusa. Para esos trl^gulos, r 
es aprbximadamente 6.4, 12.8 y 19.2. Usando l.a Informacldn 
dada antes,~<:i.ompleta esta tabla: , 



Para AOAB 


X 




X _ . 


Para AOCD 


X 


r ' 


X ^. 


Para ,ApEF 


y ^ 

X 


y 
r 


X _ 



\ 10* * (a) iQue clase de triangulos son^ -AOAB, AOGD^ y AOEP? 

(J)) Explica por la medida del angulo en 0 es la Tnisma 

para cada uno de los triangulos. 

(c) iEs ^ Igual al raismo niimeiro »para cada uno de los 
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tri&Qgulps? • . • 

(d) Para oada mangulo, ies ^ igual al ralamo n\imero? 

(e) iiEs I *' Igual al mlsTtttf niSmero para cada uno de Iob t^i- 
dngulos? ^ * * ' V 

Usa el teorema de Pitagoras para verlficar Q«e-la medi^a de la 
longltud de la hipotenusa para cada trlangulo es' aproxlmada- 
mente 6.4, 12.8 y 19.2. 

\ Ejerclcios 9-la 

Dibuja en una ho ja de papel cuadiTjculado una figura seme Jan te 
a las de loa ejerciclos de clase anterlores. Las coordenadas 
del punto A son (5, O) y las coordenadas' del punto B son. 



^ para AOAB. 



(3, 

(a) Dejtermlna los valores de ^J, ^ y ^ 

(b) coordenadas del punto D son (6, 8) \y las del 
punto C- son <6, O).. Calcuta los val ores de |, ^ y. 

para AOCD, Compar^tus respuestas para (b) con 
las re'spuestas para (a). 

(c) Ellge dos puntos -diferentes sobre oS y calcula loa 
valores* de las tres razones. Compara tus respuestas para 
(c)' con las respuestas para (a) y 

En la figura de la derecha. 



se ha dlbujado el rayo que 
pasa por 0 dp manera que 
forma con el eje de las abs- 
clsas un angujo de 60°. Las 
rectas que pasan por B, 1X»^ 
1? se han tragado perpendlcu- 
lares al eJe de las absclaas, 
^ cual ±totersecan en los 
purrbsia-^, C y E cuyas 
coordenadas se Indican. En 
la figura se muestran las 
longitudes aproximadaa de y. 
^Para los tres trlangulos, la 
hipotenusa r tlene por me- 
dl'das 6, 12 y l8. 
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respec-^vamente, • , 

(a) Determine, los. valores »(ae ^ y 




X* r r par's cada trl- 
ingul.o y .cornpleta'vna tabla semejante a la de los 
ejer(^^s de clase. 
(b) • Compara los valores de J para cad^ triangulo, iSon 
. iguales? i . ^ 

iguales para todos. 16s trl-- 



1^(0) 

" (d) 



y 

r 




— Iguales para todos los trl- 



iSon los valores de 
aiigulos^ 

4,;^ los valores de 
angulos? 

(e) Toraa otro jpunto cualquiera sobre 0^^, Detjerralna las 
longitudes de x, y r. Luego determlna las tres 
razones para este nuevo trl^gulo y pomparalas con las 
razones que has encontrado en la prlmera parte de este 
problema. 

En la flgura de la dsrecha, 

AAOB es un triangulo rec- 

tanguio. / AOB tlene 6o° 

domo en el problema 2. 
"* * 

(a) - i)el problema 2*, ^cual 

es el valor de ^? 

(b) Representemos con T * 
el valor de 2^. En ton- 
ers J r± T. Escribe 
^ « reemplazando T 
por tu resppesta de (a) 
y reemplazando x por, 
45. Calcula la altura 
ap'roxlmada y^^ del asta 
de la bandera. 

La fi^gura de la derecha re- 
presenta una escalera Colo- 
cada d&s?le el carro de los ' 
bomberos hasta la curabrs del 
edlficlo. AAOB es un trl- 
angulo rect^ngulo, y / AOB 




1 




.1 
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es "un angulo de 60°. 

(a) Del problema 2, ^icual" es el valor de ^? 

(b) Reempiaza K en ?= K por tu respuesta de (a), y 
reemplaza r ' por 75. . Desprecla la altura del ^arro de 
bombei»os y halla el valar aproxlmado de la longitud de y. 

U&a el dibujo a la derecha ' , 

parav responder a las siguienij ^ . 

tea ppeguntas : 
(a) AO sIE y "CC S CU. 

iQu6 blase de trldngulos 
, son LOm y AOCD? 
Halla la medida de 
/ AOB sin usar ^ limbo 
graduado. * 
iCuanto es ^ ^ para cada 
uno de los triangulds? 
Toma un punto cualquiera 
sobre y halla ^* 

Luego ^Gompara txx res- 
\puest3Et con la de (c)» 



(b) 

(c) 
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(e) 



iTSa €l valor ^ el mismo cuahdo ea de 50° el angul,D 
que el rayoi?>forma con el eje de las kbscisas, que cuando 
el angulo es de 45"? 
6. Usando los dibujas'^el problema 5, muestra que en ApST, el 
valor de 2. puede escribirse corao 

^ ' \. ' • . ' 

Por las respuestas a las preguntaa de los ejerclclos ante- 

rlores parecerla que las razones — , 
rayo pasando por el origen se elige. 
forma con el eje de las absclsas es 

' 1.75' para cualqiiier punio del rayo, 

-foni^a con el eJe de las absclsas es 
quler punto sobre el ^ rayo. Entonceis, la razon depends del angulo 
que el rayo forma con el eje de las absclsas y no del punto ele- 
gido sobre el rayo. Ahora veras por qu^ esto debe s^r asl. 



r 



^ dependen de que 



Si el angulo que, el rayo . 
60" , ^ es aproximadamente 

Si el angulo que el rayo 
45" ^ ea, Li . 00 para, cual - 
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^ Ejerclcloa de olaae 9~1b 
la figura, las 
0 coprdenaidaa 4el punto. 
A son (a, 6) donde 
a es wn n^ifero pQsi- 
tlvo. Las coordeaiadas 
^el punto B son 
(a, b) donde b es 
un, numero positivo. 
Los angulos en A, C 
y E son recitos. BE* 
y son paralelos 

ai eje iJe las abscisas. ' . / 
(a) La medlda de la longltud de "UK es 
se0nnientos son* conglnjentes con M"?' 
Miaestra que AOAB, ABRD ^y ADSF son congruentes. 
"KE tlene b . unidades de longltud. ^Qu^ otros seg- 
mentos son congruentes con lEt 
iCual es la medlda de la longltud de 




A (0,0) C |2q,0) E (3o,0) 



a. iQu^ otros 



(c) 



(d) 



iCual es la medlda de la longltud de 



2. Copla y \completa la slguiente tabla. Observa que c es la 
• longltud de la hlpotenusa de cada trlangulo. f 



Para .AOAB 


X a 


Z-1 
r c 


r * 


Para AOCD 


2. - 2b 

X. la 


Z ^ 9 

r 


r 


Para, AOEP 


Z , 5^ 
X 5a 


r 






(a) 
(b) 
(c) 



1 2*1 

iEs la razon ^ = g ^ ^ ? Explica la respuesta. 



iEs la I'azgn r- = 



.2a, 



iEs 



2a 



3a 9 



iTlene ^ el mlsmo valor para cada uno. de los trl- 
dngulos? \ iQue ocurre con los. ^va^ores de de. 



2L9 



4, 



Toma un punto sobre 
matnera que x = 4a. ' 
(a) iCuil es el valor <3e y? 
{h) iCual es el valor de la razon ^? 



que .tenga coordenadas (x, y), 'de 



5. 



Toma un punto sobre OB que^tenga coordenadas 
•tal manera que x = ^a. . 

(a) ^Cual es el valor de y? 

(b) 6.Cual es fel valor de la razon 



(x, -y), de 



l9 
X 



Aparentemente para todo punto que teiiga coordenadas (x, y) 

sobre un rayo particular oS, J representa slempre un litLsmo nu- 

. X 



raero. 

X 



Be in6do\andlogo, ^ representa un ralsrao nUmero y tambl^n 



^ representa un mismo nuniero. 



Entonces,. las razones se deter- 
irilnan solamenite median te el ^gulo formado por el rayo que pasa 
per el origen y el punto (x, y), y por la dlreccldn posltlva del 
eje de .las absclsas. * ' . 



1, 



EJerclclos 9 -lb 
Usa la figura de la derecha • 
para hallar las soluclones 
a lbs si^ientes problemas; 
Deterrtd.na el valor de 



(a) 
(b) 

(c) 

(a) 

(e) 




2.. 

Usa el teoreraa de Plta- 
goras para deterralnar 
la longltud de 



Halla^ el valor de 



r* 



Halla el valor de — . 
Utlllzando un limbo - 
graduado, halla la me- 
dlda de / AOB. 
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2. 



V 



Em la flgu3?a de la ^recha^ 
^ es congruerite con ^>?5n 
tje la figura del problerja 1. 
Observa que.los angulos for- 
mados por los rayos con el 
e je de" las abscisas no son 
los mlsmos*-^^ 

I)ete3rTOina el valor de 



(a) 
(b) 



TJsa>61 teorema de Pltd- 
goras pat^a determinate 
la longO^tud de 
Halla el valor de ^ 
\ y de — y compara los 
\ resultados con los del 
problema l{c) y l(d), 
^Son los mlsmos? 
En la *f Igura de la derecha, 
la altera del edificio es y* 
Ctjjando el angulo de^los rayps^ 
dil sol con la hor|Lzontal es 
60** , 1^ iongltud de la sombra 
del 'edificio, es 95 pies, 
Galcula. y, si* J es alrede- 
doi* de 1.73. 
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4. Una antena de M:elevisi6n esta 
^ montada sobre un ppste de 80 
pies* ^ « 0.87. l^eemplaza 



1 



^V" la proposlcion num^rica 
^r 80 y calcula la longitud 
aproxiinada del alambre tensor 
de 0 a B. 
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5. 

6« 



,En la flgura del problema k', si la medlda d*e / 

icuai e8,la medlda de ^ ABO? % 

3Sn la f ig\>i!a» jGle la derecl^y' " * . 

representa una escalera ^ 
qxie descansa ,con,tra la pared,' 
La parte superior de la esoa- 
lera alcanza.un pun to que esta 
a 12 pies sotore el pi so. Para 
responder a. las preguntas de 
mks abaJoV usa los siguientes 
valores: ~ « 2.36j J « 0.92. 
(a) Qii^ distancia esta el 

pie de la escalera de la 

base de la pared? * 
(to) iDe qM6 longltud es la 

escai^ra? 
(q) Supdn qoie el pie de la 
4,* escalera esta a Qinco 
/ pies de, distancia de la-^ 

base ge la pared. Uaa 

el t^orema de Pitagoras 

ibara yerificar tii^es- 

puesta a (b). 



AOB es- 60*, 




9-2. Razones trigonoinetrlcag 

En el dibujo, considera un • 
rayo particular que pasa 

por el origen. Para un punto P 
cualquiera, de coordenadas (x, y), 
sobre este rayo, queda determinado 
un trii^ngulo rectangulo con; el - ' 
angulo recto en un punto del eje 
de las abscisas* En la seccidn 
anterior has aprendido que ^-Nes 
el mismo para todos los puntos 





X A(x,0) 
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sobre ^0§^ Con o;ti?as palgtbras^ ^ depende sol amenta del angulo 

•AOB y no QeO. punto. particular e\cogido. Llaraamos a e^ta 

razpn la tangents d41 angulo AOB. La tangente del &igulo ApB 
se abrevia tg / AOB, ' _ ' ' \ 

/ '^4-0. ./ fln-R « 2^ - , longitud del oateto opuesto' 
. >s 21. -"'^•o =^ X " OJ'?^* .longitud del cateto adyacente 

Hae aprendldo tamlDl.^n.que el valor de ^ es el mdLono para " 
todos .los puntos del ravo' • donde r -es la medlda de la 
• ..v,longltud de CJ, es. 'declr, la hlpotenusa de AAOP. . Llamamop a* 
eata razon ,el sengU ^l angulo AOB. El seno diei dngulo AOB ^^se 
abrevia. sen. / AQ|f^>. • * ■ 

: • ' sen / AQg =: ^ i E =^ ^"^"gj^^j del^ cateto, opuesto; # 

• r ^ longitud de la hlpotenusa . 

^inalmente, has aprendldo que el valor de , ^ es el mlsmo 
. pAra todos Ips puntos del rayo OB. Llfionaremos a esta razdn el 
cosen'o del angulo AOB, que en forma abrevlada se escribe 
cos / AOB. . ' - , . - * «* 

■ cos /'AOB = 3^ = S4 = longitud del 6atgto adya<^ente V * 

^ ^ r OP longitud. de la hlpotenusa 

En .los E^erclclbs 9-1a, hemos encontrado las slgulentes 

• • razones para'un angulo^ de 60* : , « ' ' ' 

.'" " • ^ ' . ►» 

■ ■ ■ . ' *. « ■ - . 

tg 60° w 1.75, sen 60° « 0.87, cos 60" = 0.5Q. 
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Ejerciolos de claae 9-2 



U la f igura de la derecha, 
la recta que pasa pot A es, 
perpendicular al eje de las 
•abscisas. Los rayos que 
parten del origen Intersecan 
a-la^recta en los puntos B» 
' ta) Para cada uno de los 
. ^rii^igulos, icual es la 
medlda de la longitud 
de OT? 

(b) Para el rayo marcada 
Opn 60" , lOMBl es la 
medida 'de la longitud 
de M? 

(c) Usa tus respuestas de 
(a) y (b) para cal- 
cular la tangente de 
/ BOA, (Calcula tus 
resultados cjn 2 cl- 
fras declmalis. ) 

(d) De iftanera analoga, 
cula las tangente 

• ■ 45°; y 50°: 

2. En la f igura de la dei^cha, 
^el radio del |irco es 10 
unldades. .Se?i B el' punto '^'^ 
en que cada' rayo que pasa 
. por el orlgen interseca a la 
clrcunferencla,|^Una recta 
que ]^sa por ^eV perpen- 
dicular al eje de las abscl- * 
sas. I^d^a cada recta el punto 
de intersejcci6n es A. Cal- 
cula tus resultados con d<(s 
clfras decimaies. 
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. (?a} Para cada uno de' los ta:»iang«losi icusih es la* medida! de 
' ■ la iongitud 6% " - 




•j^J. triangulO'>deterftlnad&-ppr.«el''r^ mScado" 65", 

W 'icu^i js la. medida d« la^^lon^ltud de Ms 
• ft) tfeando ti/s' 'respyestas de fa) y (i),, calcvla' el-seno"" 

-.r->de ; boa: r; / ■ " ' ,; . ' ; - 

.(d)" pe manera^i^aloga, .dalc-uia el Syeno- de JfS' y*'de 30°.* 
<€i|'**P^r^Hpl'trlar^ el r^yo marc ado 60', 

- ' icual es la medl^da de la lo«fgitud de OT? 
* ^ .'(r) UsAndo .tus respuestas.para (a)^ y (e), calcula el -p- 
, ;: • coseno de* /.BOA, (CalQula tus resultados con 2 ' * ' 
^ olfras declmales, ) ' ^ " ^ > 

(g) ^ manera ahaloga, calcula^los tfcfsenos" de Iqb anguloa 
^- . .'detemlnados ^or los l^yos maroadp^S^Ji.?? y 3©''. ^"^ 
, . 5. (a) -..irQu^ relacl(fci hay en^e. el seno de un atigulo de 50"* 
.. • y eV'coseno de,un angulo' de W ? ' 
- "^>Qu^ i;el^cl6n hay entre el .seno de un angulo de' «.4^"' ' * 
» ' V ^\ coseno de un angulo*,de- 45"? ^ • . , 

^4'. Usstodo tu« respuestas' pafa los^pro.blem^s 1, y 2, copia y 
' . • eompl^ta la sjgulente tabla.* Conserva nana copla de l*a tabia 
^'-pues l^^'necesltaras en ios ,EJerolclo3-9-2. ' . 



ro-f/ BOA). 


sen'/ BOA' 


tg / BOA 




' 30 g 






' 60 










60 


♦ * 




30 


ft 

t-r^ — 


. cos / BOA 


j[Mlra la columna . 

' d,e la derecha 
para la medida 
del angulo cuando 
"useB el coseno ^ ' 
d^l Angulo • ) 



.V 5^ fconsldera el tridngulo rec-. 

• \ tangjjilo de la fl^ura, BOA 
4.tJ|0|re u»a medida de 30, V ia 
*longitud de ' ea ♦ 6 p4| 



, 0, 
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.9-2. 



peCra. 



(a) iCual de la^ razonea trigonom-Strlcas reflere a loa^ 
ladgs opuesto y aayacente.?^ « 
De tu tabXa, idu&i es'la meaida de la razdn 

*. I BOA? V \ . , . 

(c) Repr^ehtemoa con y la medlda de la loii|itud 'de . 

Qatonqes, " , ^ , 

Resuelve eata ecuacion para hall ar la medida de la tjpngi- 

■* - • ■ • ' • " * ■ 

tud de TO. • . ' 

Cuando declmos "tg / AOB = 5', tarftbien (jueremps declr. 

tg'/ AOB"*. Eg decir, po demos Ir de izquierda^^* d^recha 

o de derecha a izqulerda con niaestra def Inicion ..las razones 

• trigonomdtrlcaS'. Podrlas axin'^ declr que las razoifies .se .lifiaii 

"hacia adelante y hacla atras". Dfeb|A aprenderla-s en ambas 

dii?ecclones. En cada ano d.e los^^Saent.ds .caaos, indlca que" 

raz6n' trigorjoraetrica ee *define drTelaclon 6on' los dos ladaa 

indlcado6 de un^trlan^lOv rectJangulor 

' ■(a)* Hlpotentisa y cateto opueato. \v ^ . ' 

(b) Cateto adyacente e bipotenuaa.^ - 

(c) Catetc-adyacejnte'y cateto. ofcues to.-' : 

. (Q) Hlpoteniisa y cateto -adyacente. " " 

Aludiendo'eil trlangulo de la derecha,/ 
completa las*Blgulentes' oracionep:^ 

(a) Para, / RST,'el lado opueato ea . 

(b) Para' / rST, el lado. adyacente ea ^ . 

(c) Para /SRT, /el lado opuesto es- . - 

(d) Para / SRT, el lado kdyacente es _. 

Como en el casd anterior, completa ^. 
estaa otras oraclones: 
(a-)' El lado' opuesto, a / es . . . 

*(b) El lado^adyacente a / EDP es - . 

(c) El lado opuesto a^ ./ BPE ,^es-^ ^1 ^ - 

(d) - El" rado a<3yacente a / es- - . 






V 



^, En el triangulo^ de la figura, ''indica prinjfero el lado opuesto 
,al angulo dado y lv» ego noinbra el» ^.ado ad^acente? al mlsmo. 

^ . < ^ ) Z JKL \ , ^ 
(c) Mia hipotenusa es\_; . 

lo; Para el tri^gulo rectangulo 

» . , . ... , 

- / . ' OAB sup<5n qjLie te dan las 

^razones trlgonom^tricas para 
,' lla tangente^de £-,AOB, aei^o 
\ de 2 .AOB y coaeno de / AOB. 
' iQue r£|,z6n trlgonom^trlca , 
uisarlas para deterrainar oada 
' * .uno dat'lp^s, dos lados restan- 
. , tes del feriangulo" si oonocle- 

ras los 'datos 'slgulentes? - . 

• (a) *0A = 7 

. . (b) OB =, 6 - 7 , • • • . 

: (c) AB =^2 \ , -1^ . ^ ■ . . 

- 11. . Para el pro'l30!!'$raa ^anterior, responds a cada una de- las pre- 

guntas para Al^ en lugar de / AOB. 




S3ercl<^ 'Os 9«-2 
El punto A esta a. 50* "pdes " 
de la Tjase del agta de la 
bandefa, Halla la alfeura 
#del asta de la bandera si 
m(/ PAB) ,= 60t. (/ PAB* se ' 
IJama angulo^ de elevacion de 
la .cSuirfbre (Jel ipdstll. 




Una escal-em de 25 pies se 

coloca contra la pared de \xn 
edificlo* Sl'f6rma un ahgulo 
de^ 45* con 'feJL sti^lOj ^^a.qu^^ 
altura '^se apoyard sol^re la 
pared? - 




U3a la flgura del problema anterlpr para detemlnar a que 
distancia d^ la base de la pared eafca colocado el pie' de la 
esealera.. ' • - 

Para hallar la medlda del- ancho 
de \in rlo, dos ^venea cl'avan 
;e3tacaa en , E y P, con refe- 
renda a"1m\^t>ol de la ribera 
opuesta, B. DEF es un angulo ' 
recto. La medlda , cfe 3? angulo 
DEE ;e.a '30. Si la ^istancia 
de E a P e§ 15O pies, 
iCual es el ancho del rio? 








\ 








i 


* 4'—. 





tg 60^ 
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(a) El 1 ado de uh cuadrado" 

tlene una longitud de 
* pies. Caloula la longltudy 

cfe la* diagonal usando una. 
^ 'de 'las^ razones trigojior * 
^ m^tplca?. *. - . ^ • 
(bf)' ' Verifica tu respuesta 

par^ (a) usaxido el - 

teorema Pltagora?s. 

Calcula estas ra^ones: ^ej^ -^(^ ^ 30 
E^jcpllca a tu manera por qu^.crees que estas razonea no tlenen 
p^r valbr 2.. ^ * • ^ 

Un hexagono regular se Jto-scrlbe. ^ . * ' 

en una. c^rcunf erencla de radio 
lO.pulgadas* 

(a) i'Cual es la medida de/ ;: 
/ PCQ? . ^ 

(b) , iCudl 6a la medida de 

/.CPQ? 

(c) Halla * CM. - « 

(d) Halla PQ. 




J > 



8. 'La figui»a ItBCD consiste en 
>; ; la 3?eiuni;6n de dos Ijriangulxis 
. ^ ' ' equllateroa ABC y ' ACI>.^ Lotf 
Xadod de loa tpiangulos^ tlenen 
1Q pulgiadas de longltud.^ 
. '(a) iCual es la medida de 

iCuel es la me.dlda 6e • 
/ CBC? . ^ 

> (d) Deteiroina la medida 

aproximada de ?la longl- 
.tud.de HD. . ^ \" 



(b) 
(.{) 




60"*. Probabiemente 
^Plensas" que esto podyia 



9-3. Lectura de tablae 

En el Caplt^lo k has iisado una tabla de radCces ctaadradas^ 

% en Ids E45?3lclo3 de clase 9-2 has construldo una tabla d6 

los yalores 6e las razones •trigonom^trlcas para los slgulente^ 4 

tres angulos, de amplitude*.: 30"* ^ 45"* y 
. has observado que sen 30"* ^ cos 6o** 

. ser cierto para otros angulos? 

Puedes haber observado que para cualijuier trlangulo rectan- 

•gulo, la %umk de.laa medldas de los dos angulos mas pequettos ^s 

90. La suraa ,de 50* ' y 60" es 9b*. De «manera pareclda, la 
'suma de 45* y 45* es 90°. Dos angulos, la suma de cuyajf 

medldas es 90, se llaman angulos complem^ntarlos. Vti angulo . * 
"^' de 501! y pri angulo de 60'' son complementarios, Snalogamente^ 
^ un dngulo de 20*. y uno de 70^- gpn angulos complementarlos.^ 

En realidadi los. dos angulos ^no rectos de un trl^gulo rectangulo 

serdn slempre ^jingulos conqplementarlos • 
^ ^ Observa la slgul^-te flgura, y refl^rete a las razones trl- 
^ gonoip^trloas que se dan a oontj^iuaeidp: ; 



✓ nATa - long! tud del cat© tcf opueato CB 
3en ^ CAB = lon|ltud de la hipotenusa * W 

^ : lon«ltud del .ealeto adyacente CB 
cos ^ CBA "'.longitud de la hipotenusa " M 
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. Hemoa vis to que aen / CAB = cos / CBA. i;,os ^n^los CAB /y CBA 
son angwlos Gomplemeiita:rios. Entonees pa.3^ece que pai:*a .Updo pa^ de 
angulos complementarlOB, el'^seiio de -u»io los dn^los se^fa Igual 
al coseno del otro. iKs 'sen / CBjP^ cos / CAB en la flgura? 
, Observa.que ^bas ra^on^s son las rolsmas,*-^. Entonces, no.es 
Vaecidental ^6 sen.JO** « cos 60** ♦ Resulta taTinM^^ cierto *que 
sen^ZO"* *^coe3o% coi^ l<y* ^ sen 8o*» etc. . i 

* * Usamos esta pt*opledad para abrevlar ;la tabla. que GonstruiinoB 
'para tres angulos. De ^la mlsma manera, esta propledad se us§l en 
1 Isi tiat>la .de las^razone^ trlgoi:iom^t3?lQaaj .de *la J>agina 559* Se*in- 
ditwan las 'emiplitudes de los angulofe de 1*, . a 45"^ \ a la 'a??squ*erda/ 
•^Las^ amplitudes de ios ^\igulos de a 89* se daii a la derechav^ 

ley^ndose a partlr del pie dfe la paglna hacl^ arrlba/^Las diversas , 
, razones se iisidl'tian en la parte* suparl<S>r de la 'pagina para* J/Odos los 
, dAgulos entre V y 45^* ' Para los ^gulos entre 4^'' y 89** los 
aAoipbres de las razone^ se Indlcaii al. pie"" de la paglna/ > 

Para hallar se'n 20"* en la^taJbl^, p^lm^^ro buscamos j 20*"^ en 
la columin^^de la izquiferda^ pufes 20 <'4^5, Tjuego njIra^iosVen 'la 
coluiomia euyo rtombi^e "aeno" esta en 'la parte superior^ de iavtabla.* 
*E1 numero.que esta en"*la colunma de* loa^^.senos y^en la fila de ,20^ 
es 0, 5420* Entonces*, sen 20^ » ^•^5420^v cojrrecto con cuatro clfras 
deciiaal^s. Observa que e^ signo de aproxixnacldn- se usa pfira Indi- 
fi^T que sabemos que nuestro decimal es correcto solamente con* cuatrb 
cifras, ' ' , , * ^ ^ ' ' 

Para hallai^ col -70*", bysca' la'^amplitud del angulo en l,a 
columna de la derecha,uP^^s 70 > 4^, Deb*^do a- qu^. estaS usando la 



9-3- • • , " -358-, • • 

columna de la derecha, "busca la razfin tpigonometrlca al pie de Xa 
tabla. 5n la colunma ma'rcad^ "coseno" qi^e aparece al pie de la 
p^lna, hallas 0.3^20. para la fil a correspond! ente a 70". 
Entonces^ cos 70' «> 0.3^20, con la aproxtoacdren , de una dlezmil^slma. 
Observa"que esto es lo mismo que sen 20*. Halla sen 70°. Re- 

sulta ser -alrededor de 0.9397. " * 

.Observa que hay otra razon Indioada'en la tablaj ^tal razdn 
es la jjotepigente * As! como hemos llamado ooseno de un angulo al 
seho del complemerito de ese axigulo, llamaonos ootangente de "un 
angulo a la tangente del c<:ffliplexnento de ese angiiLo* Para el trl- 
aiigiilo de 1^ derecha, *^ 

tg / AOB =^ 2. « ctg / ABO ' 

h ^ .A 




tg / ABQ = I = Gtg / AOB 

Observa- que el "co^^ en coseno y cotangente ha side sugerido por ' \ 
el "co" en "couiplementario"* lies sbmgulos AOB y ABO de la . ; . 
flgura aJiterior son angulba complementarios* , * , ^ 

Puedes encontrar tablas mas completas y mas ppeclsas de las 
razones trigonom^tricas en una blblloteca* La gerft^ que*utlliza \ 
las matem^tlcas en su trabaij.o dlarlo, emplea libros que contlenen 
Varios conjuntos de tablas matem^tlcas, 



Angulo 
. 2" 



I 



6" 



13- 
t4° 

15' 
16- 

17° 
•18* 

19' 

20' 
2V 
22' 

23* 
24' . 

'25' 
26" 
27' 
28° 
29' 

30' 

31x* 
52' 

33' 
54' 

55'. 

36' 

37' 

38' 

39' 

40' 
41' 
42' 

.43' 
44' 
45' 



Seno** 

0.0175 
0.0349 
0.0523 
0.0698 

0. 0872 
O. 1045 
0. 1219 
0. 1592 
0. 1564 

0. 1736 
0. 1908 

0. 2079 

0. 2250 

0..2419 

0.2$B8 
0. 2750 
0^ 2924* 

0.3O90x^ 
0.3256 >^ 

0.3420 
0.5584 
0. 3746 

0.5907 
0.4067 . 

0.4226 

0. 4384 
0. 4540 

0. 4695— 
0.4848 



RAZONES TRIGONOMETRICAS * 



0.5QOO 
^•15150 

>).52?f 
0.5446 

- 0.5592 

d. 5736 
0. 5078 

» o.'60l8 
0.6157 
.0.6293 

*. 0.^428 
, 0.6561 
0.6691 

. 0. 6820 
0.6947 
0.7071 



Tangent e 

. o. 0175 

0,0349. 
0.0524 

0.0699 
0.0875 

0. 1051 

0: 1228'v 
0. 1405 
- 6. 1584 

0.;i765 
0.1944 
0.2126 
0.2309 
0. 2493 

0.2679 
0. 2867 
0.3057 . 

0. 3249 

0.3443 

0.5640'^ 

0.3839 
0. 4040 
0.4245 
p. 4452 • 

0.^4663 
0. 4877 
",0.509^ 
0.5317 
0.5543 

0, 5774 

0.6009 
' 0.6249 
0. 6494 
0.6745 ■ 

0. 7002 

- 0.7265 
0.7536 
0. 7GJt3 

.0.8098 

0.8391 
0. 8693 
0.9004 

0.9325 
0. 9657 

.-1 . 0000 



Cotan^ente 

57i290 
28. 636- 
19.081 
, 14.301 

11. '430 

9*51^^ 
'8.1443 

7.1 15'^ 

6, " 



Cpseno Cotangeftte 



5.^713 
5.1446 
4. 7046 

4.3315 
4.0108 

3.7321 . 
3.4874- 
3. 2709 
3.-0777 
2.9042 

2.7475 

2.^6051 

2.4751. 

2.5559 

2.2460 

2. 1445 . 
2. 0503 
1 . 9626 
1.8807 
1 ..8040 

it 738.1 
. 1.6643 
1 . 6005 

1.4826 

1.4281 
1 . 3764 
"1.5270 
1.2799 
1 .2349 ' 

■ 1.1918 
. 1. 1504 
• 1.1106^ 
1.0724 

i..0355 , 
1^*1 .0000"^ 

Tangente 



Coseno 

0,999s 

0.9994 
0.9986 

0.9976. 

0.9962 
0.9945 
0.9925 
0.9903 
0.9077. 

0.9848 
*0.98l6- 
0.9781 
0.9744 
0.9703* 

0.9659 
0.9613 
0.9563 
0.9511 
0.9455 

0.9397 
0^9336 
♦9:9272 
.0.9205 
0.9135 

0.9Q63" 
0.8988 
0.8910 
0. 8829 
0. 8746 

0. 8660 
0. 8572 

' 0. 8480 
0. 8387 

. 0. 8290 

0.8192 

0. 809O 
0. 7986 
0. 7880 
0.7771 

0.7660 

0. 7547 

0.7^31 
0.7314 

0.7193 
0.7071 

Seno 



.89' 
88» 
87' 
86' 

85' 
84 « 

83' 
82" 
81' 

80' 
79' 
78' 

76-; 

75'' 
74' 

73' 
72' 

71' 

70' 
69' 

67' 

66',. 

65" ■ 
64' 

63' 
62' 
61 n 

60' 
59' 
58' 

IV- 

55' 
54' 

<r-x 53' 
> \> 52' 

51' 

"50' 
49' 
V 48' 
47' 
46» 
45' 



\ 



ps4 Xa tjabXa para Jhall^r^ las; sigwi$?ites razones trigo.nom4trlcaB{ 



(a) sen to* . . (f ) >0 

(t») tg. 10* ^ (g> tig 5<>' 

• (c)v sen"; 41" (h) tg 6b* 

td) sen 65° <1) .' tg 70.' ■> " . ■ 

" (e) sen Sg* ; . ;( jy^ sen 88' * . ' / 

Verlflca -lps eipMnciadds §34^ estu^iando Ids numeros <3e 

> l.a^:taTDla*, iEstids de acuerdb con la que "aflirman esos enun^i^^s? 

(a) El seno de un angulo en -la tabla est^ slejapre- entree ' 0< 

(b) El s^o de \in angulo crece cuando «1 ^gulo" crece de l" 

. ' ■a-"89'. v- • ,"' ' •/ "'y. '■■ * ■ ' ■ 

(c) . El, seno de angulo menor que. , 50° es-'inenpr qiJe , 

(d) - La direrencia entt>e '3iOsn:ec£\iT^^^ 

var^a a lo largo, de la raisra^* ; • . ' ^ 

(e) La dlferencia entre los s^nos ''de dos angulos* cOn'secutivos 
en la tabla 'es mayor para angulo-s consecutivos pequeiios 

Usa ias tangefttes de los dngulos dados eri laa tablas para cbn- 
testar a las slguientes .preguntas: . . / * V 

J,^) iEsta la tan^ente de un ^guio sien^i^e ^entre 0 V: )^ : 

(b) iCrece la tangente cuando yn angulo ^rece desde 1*" C . 
hasta 89^? ^ ^ • \ 

(c) iVbltIbxi a lo largo de la tabla las 'dlferex|cia3 entre ^ 

* lecturas' consectitlvas? * , ' 

(d) I#a^d\ferencla eiitre las tangentes de dog angulos conse- 
.cxativos de la . tabla^. ies mayor para angulos cons^cutlvos^ . 
»peq^leaoe q:ue para angulos conse,csutlvo^ grandes? ^ 

Halla^los slgulenteg prp<^u'ctosr ' ' ; * ' 

a ) 1 00 - ( aen 32"* ^ ^ ( ^ p. EJ, • ( san 73'' ) - : - 

(by 81 • ^Itg 43*^)" (d)^ 0,05 * ttg 80M 



La diagonal del rectdngulo que 
se mufestra a la derecha. forma, 
Jim iSnguio de 4o* con el lado ^ 
'm^ \argo» , Hallja el anphp del 
reS^gngulo si su Idngitudr^a 
■20 pu^gadas. • . ' 

El vtriangulb ABC es tixi tri^bgulo i»ectangulo con ^ / AGB 




Jl'ecto. AC = 5, 3d *Be= 4. , . 

" ' AC S" 

ia.) i-Que razdn trigonomefcrica «e / BAG es gg- = ^? 

V (b) Usa la tatoia de razones trigonom^tricas para hallacla 

; , aproximada.de / BiAC. 

,lia-longitud de la' sombra de un ^bol 

• .»-.. ■ , , > • 

de 3© "pies es 10 pies. iCual es 

la raedida aprpximada del angulo de 
'\ «Levaci6n (/ KIM) del sol?' (Re- 
' l|c\Arerda que el ^n^lo de ^elevacl6n 

• de un*^bjeto desde un punto If es . 
* el angulo entre ia horizontal que \, 

pasa por L y la jrecta que pasa por 
L "* y el objeto dado. .En este caso » . 

el objeto dado, es el sol. ) • . 




Hi '631' problema anterior, sul)<5n que la longltud de la 'somiara^ 
> es ZO^pies^en vez 'der 10. pleS. iSerIa tu i^espueata^la mitad 

de ia"3::espuesta anterior? Si asl^ ipor que? aAo es asl 

icual serfa la mepUdgi aproxlmaela de l -angulo ? \ * • 

* Un observador ve que el angulo de ele- 
^ vacion d^sde el punto fen gue^r esta, 
...se la eulnbre de un barranco es^ 59'' • 

SI el barranco 'tiene 200 p±es del^ 
*aito," calcula la dlstancia d^l^obsef- 
' vador/;al pie _ d|^^ barranop^ con la ' 

aproximacidn de.un.pie, " 



200' 



/ # 


1 \ 




h — ^ — ^ 



Se ha llamadq cotangente de un 
dngulo a la t^gente. del com- 
plemento de ese angulo* En la 
figuira, ■ - , > 

^- ctg / POQ :>tg / PQO 



(a)* ^tue^tra que 



Esta serla una manera dlstlnta de definlr la cotangente: 
la Gotangente de un angulo ea el humero peelproco de la 
tangente del angulo. 

(b) ^Es el seno ^e un ingulo el reclproco del coleno del \ 

• 1 angulo? Explica tu respuesta mediante el "dibujo.* 

El'^navegaiite de un barco que 

se dirlge dlreotaraente hacia 

el Bur, bbserva un faro exac- 

taanejite en direccl<5n oeste a 

las, 5 p.ip. A las 5 p.m., 
^el faro esta a se" noroeste. 
'El barcp: se mueve a una velo- 

cldad de 15 mlllas por hora, . 

(a) 6 A que dlstancia del faro 




n4 



•n 3 p.in> 



\ 



\ 



^2 

\ 

\ 



\ 



5 p.m. 



estaba el barco a las 

3 p.m. ? . 
(b) iA que dlstancia del faro estaba el barco a las 5 p.m.? 

(Calcula tu respuesta con la aproximacidn de una d^clma 

de mllja. ) , * . 

El trlangulo OBC de la dere- 
cha es un trlangulo equlldtero.' 
Cada lado del trlangulo tleiie, 
por medida 2* * • 

(a) iCual e.B la amplltud de 

los angulos BOC, OBC y 

BCO? Expllca tu respuesta. 




(b) El vertice B 
que AQAB es 



A de %T. Ruestra 



se ^me al punto medio 
un triarigulo rectangulo. 

(c) 'wueatra "que iflpAB es un tridngulo rectangulo. , 

(d) Determina la airaplitud de. ^ OBA. * ^ 

(e) Determlna la lo^ltud de JE usando .yna raz<5n trigono- 

m^trlca. • 
Con referenda a la figura del problema 12, m(2;[ GOB) = 60,, La 
medida de ^= 2, y la medida de M = 1. . . * 

(a) COB / A(^=^ cos 60* = = I ' 

(b) Para calcular- sen ^ AOB y tg / AOB delSemos determin&r 
la medida de W, que llamareraos y. P<jr el teo'i^ma de 



Pltagoras, 



■ft 



(OA)^ + (AB)^ = (OB)^ 

y - r . ^ |.- 

Utiliza tus Vesultados de la pregunta (b) para hallar 
sen 60° y tg 60*, y veriflca los reaultados con los , 
valore's dados en la tabla. • . ^ . 




El cuadrado que ae muestra a 
la derecha tioie una medida de 
1 xinidad por cada lado. 

(a) Verifica que la medida de 
W es V^. 

(b) Si DP =V5", eri^onces 
•sen 45* = ^! Puedes 
determinar una esqpresicSn decimal para 
por 




1 



^ ^^dlvldiendo 1 
1.4142, pero es un calculo trabajoso. Recuerda que 
cualquier.j:jj5mero dlvidido por si mismo (con la excepcion 
de 0). es 1. ES^nces, 

. ■ 1 a/2 V2* 

Es mas facil dividir 1.4142 por 2 que dlvidir 1 por 
1.4142. Halla sen 45* usando el calculo anterior, y 



» verifies* feu respuesta con la^tabla," 
^5. Eia.la fig^aJ'a la dep^cha 

/;ABC , t*lene,HP£>3? medicia 60, 

^ AQ^ jp^i^etpor'^meclixaa . ^ 
en ^ijados, y AB »^100. Halla' 
(a) jrCKD) » ' 
.(b) »m(5iT) \ ^ , • . 

,• ; . ■ ■ •'' ^ ' ' ■ ' , 

^•4. Pendlente de*una recta 

■ El dlbujp de la deretjha es 
senile jante al* quig se ha us.ado jji 
laf Secc±<5ny§-1. Has aprendido que 




' .para un t-scyo particular OB que 
parte del origen y 'paj^ por 9I 
punto (x, y)., todas'las razones 
^ son Iguales. ^tonces para 
Mn .rayo particular. 




ddnde ^ft es otro nombre para la mlsma ra?on. Sin* embargo, 'has ^ 
aprendido que ^ es ia'tangerjte del angulp que forma eifc rayo ppn 
el .e^e de las abscisas. Por tanto, m es la tangente del ^jpiigulo 
AOBl El nilmero m depende del -cjayo particular que se ha eacogidb 
y no de un punto particular sobre eQ. rayo. ^ / ' ' , * 
En vlrtud de la propledad multiplicativa de la*i^aldad.,« > 

(1 ' •■>."■ • 



|(x) = m(x) 



y(^) = mx, pero 1, . 



V 



-enton<3eB, , ' • y m3& . • . ^ • • ^ 

As! que, una e^apion equivalente para = m es y ==-18^, 



Si la tangente del angulo es E, entonces, 



^ * 



Cada pimto ^de la rectia reprea^atada" por esta ectiacl^n tended ' 
coordenadas qVie* Batlsfacen av lja e.ciiacicSn, iv- cada puiito cuya^. copr- 
denadas aatlifacetiia. Xa .e^uacidn estaJra sAre «^a recta.v EL n&aero 
que apareice'en e^ta ecuacldn se Idama pendiente -de la recta. En « 
la ecu^icSn = 2?c, ei "2 jla pe»dlentev En la ecuacidn 
y = ^x, el ' ^ es la pendlente;^^^ la ecuacidn y'= rax,_ la m es 
,1a pendiente^ .15a palabr€^;f|>%idieiate" es\ot]?o nombre para l|i tan- 
gen te'de.iSn"^aK8:ul.o por un rayp *particijilar y el- e^e- de las 

atosclsas, " . ' \ ' / 

La ,palab]?a ."peridifnte^', \»trando ^ " " ' 

ae .usa para referirae a una ^5©lina, • 
auLude a lo escarpado de :1a mfaraa. 
La pendi^te^e una coiina ae lajifte — 
divldlendo laNm^dida de la- varla.- 
ci6n en eleyaclio^^^p<ir la medida de 
la variaci(5n ho Azontal correspond 
' dlenlre* HSjo^la. fiJgutra de la derecji^^ 
; los rayos ses lndlcan con rmmerales 
romanps* Las tangentes o pendlejit^s 
de lo's %ng3ilps que f orman los rayos 
*con \l eje ^^^as^^scA^ son las. 
Blgulentes,: ^ \ ♦ ' 

1 



Para. 



ry para II, tn =s 



I, -111 = 
f>ara HI, m = 

y pa^ra V, m 
JO l:a 'pendiente, 

mayor es la tangente del angulo 



«para IV, 

13 



1 1. 
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A medlda qu% .y crec^^ la tangente del angulo 
tainbi^n crece. Cuanto mas pendiente tiene fel rayo. 
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Ej^rclolos de claae 9>-4 



1. (a) - En ia flgura de**la depecha, 

icual es la tangente del 
% * dngulo que fom^^ el rayo 

con el eje de las abscisas'? 

(b) Utlliza^ tu respuesta a la 

f pregunta (a) para sustltuli? 

m en la ecuaclon general 

(c) Tu respu^esta a (b) es lana 
* ecuaci6n de la recta S^. 

2. (a) Escribe lana ecuacion para la 

recta que une el origen con 
el punto (iJj 1 
^ (b) Escribe una ecuaclcip para la 
recta que ^ne el origen con 
^el punto/(l, \). 
(c.) iCi^Al ^ la tangente^ del 
angulc COR? 

(d) iCual es la tangente del 
angulo" BOR? 

5. Indica qud recta pasand^o por el 
origen estd descrita por^cada 

- una de las ecuacionegk que siguen. 
(Observe que algunas de las * 
Aecuaciones son equlvalentes. ) 



.a 

(c 
"(d 

(fe 
(f 



y 
y 
y 
y 
Z 

X 
X 



= 1x 



1' 

2 



= 1 
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. - (*^> 1 = ?• • ; . . _ • 

4^ tJsa la flgura del protol^ma 3 y calcula la pendiente de cada 
una de las slguientes rectas: • * ^ 

. (a) tt ^ (b) ' ^(c) tS ^ (6) ^ 

Hay otra razon que a v^es se usa para designar la* incllnacidft 

de una recta* , PpoTDablemente has oido decir^ "caralno que tlene un 

gradiente de 25^"*. Esto'se refiere a la f^zdn es decir^^al^ 

deno del angulo que forma el camino con la hbrrzbntal. Un cagiino 

que sube 2 pies'" por cad^ 100 pies medidos a lo largo del'^camino . 

tien^ un gradiente de 2^. Para caminos que no son muy ^scarpados, 

el gradiente tlene' un valor muy proximo a la pendiente. ^ 

* 

^ - EJerciplos 9-4 . " . * ^ 

1, Halla ecuticlones para las rectas que unerf el origen con Aqida 
uno de "los slgulent>es puntos : . 



(g) 

(i) 



(5, 7) 
(6, 2) 

(5', 0) 



(al '(4, 1) ^ (ah '(1, 2) 

(b) (3, 1) ' ie) (1, 5) 

(c) (1, 3) « (f) (5, 3) 

2. Una clnta transportadora se 
usa para ''Itevantar" materiales 
a una plataforma de carga. 
Cada.caja coiocada sobre la * 
cinta trangportadora sube 5 
* pies mlentras se mueve una 
dlstancia .borizontal de 10 
pies» * ' : 

(a) iCual es la pendlerrte 
del camlno que slgue la ^ " ' ^ 

ca,1a? ' " * ' * ^ 

(b) ^Cual es la medida aproxlmada del angulo que el camino 
• , seguido por la caja forma con la horizontal? * 
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3. 



4, 



5> 



6. 




La figura de la derecha es. 
una vista parelal de perfll 
de una esc^lera. La pen- 
diente de la escalera se de- 
fine como la pendiente de lar 
recta de trazos. 

(a) <;Cual es la pendiente \ . 
de esta esealera? 

(b) iCual es la ampHtud aproxlmada del angulo formado por 
la recta de trazos y la linea horizontal (paso)? 

El dibujo de la dereeha mues- 
tra un "gradiente" de 5^. 
Es decir, en una distancia de 
100 pies hay u«a elevacion-de 
5 pies. La .'distancia horizon- ^ 
• tal en este caso es aproximadamente 100 pies. Realmente es 
un pbo^ menor que esta dis4^nGia. 
(a) iCual es el seno del angulo" BOA? 
'(b) iCual es la tangente del angulo BOA? 
(c-) iCual es la amplitud aproximada del angulo BOA? 
(d) iCual es la pendiente aproximada.de ??? 
Ugando la figura del problema 4, supon que la -amplitud de 
/_ BOA es 2" . - ' - 

(a) iCuanto es sen / BOA? " 

(b) iCuanto es tg / BOA? ' ^ 

(c) iCual es la medid a. aproximada de la- elskVacion si la 
distancia horizontal es 100 pias? 




(d) iOxbX es el grtidiente de 
En la figura de la dereeha, 
una ladera de la colina es 
aprqxijiadamente S^.' La 
tangente ^de ^ DEF es aproxi- 
madamente 2/05. % 

(a) iCual^es" la amplitud 
apr.oxlmada\de / DEF^ 

(b) iCual es la altura ver- 
tical aproximada de la 
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collna si la longitud de DH es aproxlmadamente $00 pies 




e(3o,o) 



9-5. Trlangulps semejante^ - . 

Refli'l^ndonos al dltiujo de la 
d^echa^ que es una copia del dlbujo 
que usamos en los Ejerclcios de- 
clase,9-^1b, recuerda que los tri- p 
angulos AOB, RBD y SDF son * • 
cpngru antes, , ^ 

bbserva-los trlanguios • AOB 
y COD que no son congruentes, % 
pero tlenen entre si algunas re-- 
laciones. Podemos establecer 
una cprrespondencla blunlvoca 
entre los vertices' de los dos . ^ 
triarigulos como se muestra a la 
derecha* Los slgulefites angulos 
tambl^n se coi^responden: 

/ AOB< >/aOD; 

/ OAB< OGD; , , 

OBA ^^-y-^Z ODC.. ^ 

Debldo a que los trlangulos AOB • 
y COD son rectangulos, sabemos ' . 
que los angulos cori*espondlentes 

con vertices en A y en C son congruenies. Los angulos corres- 
pondlentes <Jon vertices en. 0 son el ralsmo angulo,.y entonces 
/ AOB = / COD, Como AAOB = ARBD, los angulos coprespondl/sntes 
con vertices en B y D son congruentes. Los angulos correspon- 
dientes de estos dos trlangulos son, pues, congruentes. 




X 0 n 



o 
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yista de la coriJespondencia 
,entre los Vertices, tenemos*la 
slgaiente correspondenoia entl»e . 
los lados: \ 



0A<- 



AB<. 




m<- 



No parece que. estps lados Qorrespondlentes son congmjentes. , Sin." 
embargo, sabemos que la medlda de VK es a, y que la medlda de 
OC es 2a. *'Tambl6n, la medlda de M es b;, y la medlda de "Cp * 
es 2b. Con.ei teo??ema de Pitagoras se puede mostrar* que la medlda 
de on es ei doble de la medlda de EntonCeSj^pada uno de los 

lados de ACOD tlene longltud doble que el lado eorrespondlente 
de AAOH. Las razones de las longitude^ de loa laclos correppon-, 
dientes spn iguales: ' 

O A _*AB ' 



OB 
■9 



1 



Ejqpresamos esta relaclon diciendo que para estos dos trl&ngulos 
"los lados coirespondieiites Igon propdr clonal es". 

Hasta este raomento hembs", conslderado solamente triangulos 
rectangulos* Bn la flgura slgulente hky dos trldngulos, AABC y 
.AA'B'C . *• - • 





angulos correspondientes "son congruentesj es decir, 

Cada lado de AABC tiene longltud doble que el eorrespondlente 
lado de AA'B'C. Es decir. 



, ; AB = 2(A'B»), AC«:2(4^') y BC 2jB» C ). ^ . 

|3tos son e jemplos de lo que llamaraos , " tridngulos s6me Jantes" . ^ 
• ' Deflnlclon. Se dice qu$ dqs trian^los son semejantes si es- 
posible tieflnlr un^ correspondencla blunlvoca entre loa ver- 
tices ^e manera que los angulos correspondlentes sean con- 
* gruentes y las t»azones de las medidas de los lados corr^spon- 
dlenteks sean Iguales. (es decir, que los lados correspondlentes 
sean proporGl£)nales). . . ^ 

Esta deflnicion slgnlflca que dos trldngulos cual>esqulera ABC 
A'B'C -son semejantes si se (lumplen las siguientes condlclones: 



1. 



•2» 



AB ^ - AC _ BC 
VW ~ " B'C 



Es ppsible demostrar que si la c6ndlci6n 1 se cumple, la condlcldn 

2 debe aumpllrse tambi^n, y que si la.condicldn 2 se verlflca, la 

condlclon, 1 debe tambl^n verificarse. (Puedes tra1>ar de' demostrar 

que este enunclado es "clerto, ) Lo aceptaremos , aqul sin demos tra- 
. clon. Del enunclado se slgfue que una ^e estias dos condiciones 

basta para deflnlr triangulos semejantes. . 

Las jjlnlca^ flguras semejantes que^,,,c€is^a«rareroos en edte capl- 

tulo son trlangulos. ^ Para otras f Igdras, talei como cuadrados y 
•rectangulos, se necesitan ambas 

con3lcl>ones para estaialeeer su 

semejsinza. Por ejemplo, el cua- 
. drado y el rectangulo de la dere- 

cha tienen angulos congruentes, 

pero sus lados no son proporclo- 

nales. El cuadrado y eJL rombo 

tienen lados congruentes, pero no 

son semejantes. 



rectqnguio 



cuodrado 




.Los trianigulo^ 'ABC y. a'B'CJ^'' 
son seme jantesV ^siendo A y 

tices: cowespondientes. Llena 
los^eapacdLos en bianco cwando 
te sea poslble.*- Si no puedea, 
explioa por qu4. 




m(/ B' ) ? 



(a) Ml AY = 50, mCZ B) = 75,. HZ A' ) = 

(b) . AB""= 5, AC = 4, A«B«*= 6, A»C' = . \ 

(c) ^.= 1* A'B« = 5, B'C = ?, A'-C = ? 

id)\|§ = |, ■ A'0',= 3,. .A«B' = ?, BVG. = ? • , 

. (e)/m(/;A) = 50,. in(/B) - 75, m(2 A'.) =• ?, .m(/ C ) = ? * 

Averigua ciaales de los slgulentes enunclados soTi .yerdaeleros;, 
iTustifica tiis ^espuestas, * . . * 

'(a) ?i uno de los angulos agudbs de un tri4^^'ulQ rect^gulo 
es congruent^ coia uno de^ los angulos* agudos de otro^trl- 
BXiQ^xxlo rectangulo, entonces los tridfigulps son aemejantes^ 

(b) 51 dos lados de trldngulo son congraentes eon dos lados 
de otX!0 €rlangial*o, entonces ^los trl&igulos sort seme jantes. 

(c) Si 



AB AC • AB . BC ^ \ ^ , . ^ 

^ jnjT y A^ ^ bHT^^ entonces los^trlangulo^s-^ 



ABC y A^B^C son semejahtVs* 

^ A^^^ entonces-los trlana^los ABC y A^B»C»^^ 

*son semejantes* . • ^ 

AB X AC jft^B' C^ * * 

(e) SI A» B> ^« C ^ a£ " BC > ^tonces los triangulos ^ 

ABC y A' B'C' son semejantea. • . 

. SI los angulos correspondlentes de'dos euadrll^teros son 
congpuentes, ^delDten ser IguesJles las razones de las mefdldas 
de los lados correspondientes? 



103 



5. 



6. 



\ 

\ 
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'{h) Si son' Ifwales las razones de 1 iiB pedidas de los lados 

correapondientes de dos cyadrildtejpos, i^eT&ti congruentes 
* C , los angulQS correspoKkdle^ites? - 
SupSn que . AABci y AA'B«C' son semejantes, slerido AB = 5* 
AC = 6 y BC =\7. 'Determina las medldas de las longitudes de ^ 
los dos'lados re^tantes de. AA'B'C, %uando la medida de un 
"^"lado ©s la slguiente : 



A»B« = 6 
A' C = Z 
B'C» =5 



Z A = Z .T, 



Sean AABC y ATSR dos triangulos tales 
Z B s ^ S y / R = Z C. iSersb semejantes los'^triangulos' 
Explica tu respuesta. 



/ 



Supon qye en el^ px^olDlema anterior sattemoe^olamente que 

Z A i Z R y que Z ^ ^ Z iSeran los triangulos necesac^- 

mente demejantes? Explica tu respuesta. 



1. 



4. 



5. 



. EJerclclos ^-5 • » ■ 

.Dlbu Ja un trlangulo* ABC; Sea " D el ,punt6: medio del lado AB 
.y E el punto medio del lado ' W, iCuales de los slgul^ntes 
pares de razones son Igiiales? Justifica tus respuesliaa. . 



(a) 



AB AD 



in* AH 



(c) 



AD AB 



AD AB 
5?T' AE 



2. iSerlan tus respuestas al prot»leraa 1 dlferentes si hubleras 
"^^coinenzado con un triangulo dlferente -de AABC?*" ^Por que si o 
por qu^ no? . • „ ' 

5. Dlbuja un triangulo ABC • y sea TSE" un segmento de rectaAr 

paralelo a donde D /^sta 5obr£^_^^^ E est^_ soKfe .AC. 

. • Contest* en este cai^|i 1-as preguntas del problema 1. 

Supon que ' ABC es un triangulo rect&igino y que su dngulo en 
A tlene una raedlda en grados de 51. .iCual.es la medida del 
,otro angulo agudo?» ^x—"*^ ' 

Supon que ABC es un triangulo para el cual. m(Z A) = 35 7 ' 
in(ZB) = 47, Halla ra(Z5). ^ * 
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Ittbu ja un' triaigulo A!^C y tpni^ uw, punfco E ' isobre .el lado 
" • j5E. ., Traza poa? , E una* paralexia a bB* ^^u^^ ln.%erseque a IS" - 
en el pxmto IX \ JMiuestra que los trlangulos ABC *y son> 
■ . semejanljes e indfca que angulo en el triangulo" AED .c6ri»es- 
■ ponde a ^ ABC del tfriangulo ? ABC. , . • • . 

JTj Sean ABC y A«'B» C^ .*doS ' ' . • ^ 

triangulos en :lj3§.:5iiales. ... 
los ,&igulos "a y A' «son 
cpngru6ntes,'A'B' = 2(AB.), 
^ A'C ='2-l(AC). Sean E' y 

F' 'los puntos medlos de los q ^ 
» • lados y TJW dSl 

segundo triarigulo. Muestra que el triangulo ABC es Gongruente 
con el tifLdngulo A»E«F» .| Ap^ovicha esta concliisldn para dernos- 
• trar que el *iri-^ngulo A'B'C es semejante al trldngulo ABC. 
,8. Dibuja los trlangulos ABC y A'B'C como en-el problema 7. 
Los angulos A y A» son congruentes, perd A'B' = 5(AB), 
A'C'* =>3(AC). Demuestra que los trlangulos ABC *y' A'B'C*' 
J son" semejantes. \ ' . . ^ • . *. ■ 

*9. Sup<5n que ABC y A'B'C son dos trlangulos y que 

- " AB ' A' B' AB ^ ^A' B' • * V 

(a) - SI se cumnlen las Igualdades y A'B' = 5(AB), , mueetra , ^ 
• que A'C'1= 5(4c> . y B«C» = 3(BC). ^ 

(b) Si se, cuinplen. lad Igualdades y A'B' = stAB), iauestra 
que A'C - s(AC) y B'C'= s(BC). . 



9-6.' Dlbujos a escala ^ mapas . / 

" En la seeeldn anterior ^lias aprendldo a definir la semejanza 
d6 dos trl^^ngulos. Dps trl^gulos son semejantes si hay una 
Gorrespondencla blunlvoca entre sus vertices, tal que los angulos 
correspondlentes son qongruentes y loq lados corresponcllenteg son 
proporcionales* ^ 

Ya estas famiilarlzado oon^ los mapas ♦ ^ iQlue esperas de un 
mapa? Si es el mapa de un estado, por ejemplo, necesltas tener 



- <K . 9-6 

una correspondencla biunlvoca entre. las 'clu<J8ides*-iiipori?^^ y los 
puntJos del mapa. Ea decir^ cada 
ciudad detie aer.representada por 
ian punto particular del map.a conio 
se'niuestra a la derecha. * Ad^mas, 
loB ^gulbs correspondientes de"ben 
ser jpongruentes> Es decir^ si A, 
B* y C son tres ciudades, el 
angulo -> ABC sobre ^1 terreno 
debera ser congruente con el . 
cor:c^spondlente angulo ABC sobre 

ei maj^a. ' 

iDebckT^^ ser iguales las dis- 
tintas correspondientes? Esto serla mucho pedir/ pues entonces el 
mapa resultarla deraAsiado, graride. Pero si la dlstancla entre' las 
ciudades A y B es* el doble de la distancia entre. las ciudades 
B y C, entonces la distancia correspondiente sobre el mapa, \AB, 
debera ser el doble de, la distancil^ correspondiefite BC. Con otras 
palabras; las distancias ebrrespondientes deben ser proporcionales 
de la misma raanera que" los lados de dos triangulbs seine jantea son 
proporcionales. . - , ' , .. 

Corao la tierra es una esfera, y hay colinas y valles, ningiin 
mapa sobre ujna hdja- de papel plana puede cumplir exactamente los 
requisites que h§mos "^stgiblecido. En realldad, .'el tamafio *de una 
ciudad no es habitualmente proporclonal al tamaKo del punto que la 
represertta sobre el mapa. Tampoco son los anchos de las carreteras 
b de los rlos proporcionales a' ^os anchos de las llneas que los re- 
presentan. Sin'^mbargo, nuestros mapas satisfacen con raucha apro- 
icimacidn los requisltos que hetrtos dado. 

' ' ^^aa o±6o hablar de dibujos hechos a'escala. Los dibujos hecKos 
a escala son una especie de mapas. Tales dibujos defcen representar 
con exactitud los angulos en un piano, Puesto que torttar las -dis- 
tancias- en el dibujo iguales a 'las distancias del objeto real haria 
el dibjajo rauy dificil de man^jar debido a su, tamaSo, tomamos las 
distancias sobre el dibujo menor'es'que las . del objeto real. Pero 
conservamos las razones de las distancias sobre el dlbu,1<y iguales 




a las razones de las qlistanclffs reales 'correspondlehtes en el ob- 
J[etp, Es- decir,. si, una longit\id sobre el objeto es el dobl^ de ^ 
otra longltdd, entonees, sobre* el dibu^o, la oorrespondiente'^longl 
tud^dfebe sei» el doble de ra otra, ilsta razdn se llaraa'la "esoala" 
• Supongamos' q[u« queremos haeer m dibujo hacer que eh el una pul- 
gada corresponda a un pie sobre el obje£o. Hemos escogido • 

" « . • - una puj.gada<— — — >uft ple> ' , 

como escaila, y debemos culdar ,de usarla en todo* el dlbuJo. , Tal 
escala se^ escribe habitualmente "ujia pulgada = lin pie". 31* 
hacemos el -'dibujo Gulda<3osamente, podemo^ medlr las distancla's 
sobre el dlbuJo y hallar con mutiba aproximatJion las distanclas 
correspondlentes en'el ofjeto mismo. 

^-Para hacer un dibujo a escj&la, el primer paso ei3 eleglr una 
escala de raanera que el dibujo jquepa en el. papel, jpero- que no sea 
demaslado pequeRo, .Supongamos que quleres' dlbujar ^ escala un 
campo de futbol, es ^ecir, la zona, marcada con llneas, dentro de 
la cual se reallza el Juegd". .Un campo de futbpl es uh rectangulo/ 
de 500 pies de lai^o *(es declr', 100 ^ardas) y* l60- pies de mo^. 
Podrlaraos probar una -escala de 0.1 cm. por 'j^le j es declr, 0..'l cin. . 
en el 'dibujo. corresponderan a -+-ple sobre' el -campo. En tone es,*' 
en^el dibujo a escala, o piano, €1 largo del campo efetara repre- 
sentado por una dlstancla de 30. cm/*^ Esta dlstancla es demaslado- 
grande pa^ra una hoja corriente de cuade^ii^no, de notas, de manera* 
que decldlmos usar una escala "mas pequeKa". "Mas pequeria" slgni- 
flea que ,emplearerao£ una dlstancla menor en el dibujo para repre- 
sentar un pie sjobre el terreho. Tomaraos una escala. 



0. 05 cm. . = 1 pie • . . . 

Esto.-podf'l^ escriblrse oomo * . " 

1 cm. = 20 i)le.s 

Usando esta e&bala^ *el largo 'del campo de futboj en el dibujo ser^i 
• (0.05) • .'(300) = 15-00, 6 15 cm. 



o-jpod 



) 



?^ ~ 15* lo que tambien es -15*cm. 



.160 por '20) y deduclr que ^1 ancho'-dei canipo .eslSara represenl^adb 
en lel dlbttjo^por un.segmento de 8 -cm, longitude ^ ; J ^ 

Vv ' : • . EjerclclQs de clase 9-^ ^ * „ ' ' . ^ 

1v Ha;^ dibujo a escala 0e nn caJapa de futljol*^ Usa la .escala 

0/05*cm/ - 1 JE<ie 6 '1 cm. 20. pies. • ET largo del campb en t>i3i/' 
dibuj^o ser^^e IS cm* y el aricho de 8 Qm. , ' 1 

(a) / Dlbuj|runa diagonal -"del oampo y triiide sp ^bri^it^d* jCual 
es^^p longltu<3 en^^ * ^ ' / 

do tu escalajy <^te^ina la de la dist^cia;. v-^jg 

orreBpohdlfentB sobre el campo de futbol* h 
PlVe^ifli^il tus respuestasT'para (a) y ^(b) usando^.el 
^ teoreii]©;^^eJ^^^ ' . V * ^ ' 

,2.j(F!sup6n\jque estas hae^endo un^^ibujo a 'escaia de campo de,' \ 
• * ?futbol usandoila escala 5^ pig. = \ pie*^, \ / < ; 

* C^Y iCua.l- serlaKla longij^d del oampo sobpe el dlbujb a : . 
**Vescaia? (l5a^ 1;u respuesta o6n la aproxlmaclon ii^e una 

decima de pul'gd^a* )* ^ * r ^ ^ . ^ \ 

(b) iCual s^rla el an cho dei campo en el dlbujo a' escala? , ^ 
5/* Para cada Una jcSe lAs slguleiites escalas^ ^que Ipngltud tundra .''^ 

^ en el dibujo el segmento de recta correspondlente a una medlda . 
. ^V<3e. 50 ijles? / ^ ^ \ V 

(a) ^ pig* 'i ple .Id)w1 pig. = 16 pies j| 

' ; (b) 1 iranT =1 pie ^ ' ; , (e) pig. - 5 ples ^ 
- (c)/^plg. - 1 p3.e - (f) A 05 cm. = 1 pie" 

4. ^Sobre un dlbuJo a escala. la* longitud de un segraentoVes 10 
pulgadas. ^Cual^serla la longltud. del cori*espondlente seg- 
V .^jQ^ntuD para cad5a una\d^ laa^^s . ^ ........ 

** . ■ 1 pig. = 10 plBs • (d) pig, = 2 pies 

* • (b) ^ pig. = 1 pie ' (e) 'i pig. =.o''.5 pie \ ; 

(c) ^'Plg. = 1 pie (f) -^plg.-^ 10 pies • . 



J* 



. V s'i * ' ^P^* llugtraclon^^en- vni diccion^rlfQ ' jfjwede in^lcap. una escstjLa ^ . * ; 

5, iCaVppJja^ra '©Bcala ^sigJfii.fica qlie ' 

* > lluBt^aciiin represerifca 500 ^*nl<Jad^ de medlda 'ei^ ^1 "Objeto •" ' ■; 
• * ipeal^ De. Ig^jal ii)ia^ie^»a, 1«. segunda:6sca\i;a si^^ 

' . Slad .de feedidi' .^obre el mapa representa , 50, OQO * "dnidades de , ' • . • ■ 

; 't; medidpi sqbre dl ob;Jet6 real. . --^ ^ ^ " ^ * ^ 

-..Nii. \-El ;d±)D^o^^*(^^^^ longi- ; . ^ 

* ' '^trj^iS' de la||iiallena^ en la dfi^-ura es api^oxlmad^ » 1^ pulgadas., ^ * 

* Esto signiyioa Gfue l€t longittid V^al de -la badlena es ^aproximada- * t ^ 

* iften^ *^5bo ^'S 450V^f sr^eclr^ 4$0 j)ulgadas^ :*6 3t|- pies aproxi- 
. .V : madamente. ^ ^ . ^ * V - ^ * — 

segmenti!) de^^ reota *sobr^ 'tlen^ lina, longitud de , 5* ^ * 



pulgadas^ clia escala del mapa es ^(y()QQ ^ i<5viBl ee la correBpon- \ . 
diente* Ij^hgitud sO))^^ ,1a, tie^ji^f 

: * $6,000 5 E^O^^OOO^'^es d^qlr/ 250,000 pulgadas.* ^ / / * 

/. IMLvldi'endo 250,000 poj? ;12 hall^mos que la^correspondlewte ^ 
distaricia j&obre la tierra tlene uHb. longitude de ^20|j866*6 pies ; . 
api^Dxlmad^mente* Divldtendo esto por 5,280 nds res^ltan unas 



,3.9 miliar* ^ ^\ * • ^ l 



Sjerciclos 9-6. * v 
U En «n map^ se indlca que ^ <3^ pulg^da representa ^0 millas* 

^Guantas^ millas repr^s^nt^m 44- pulgadas? 
2. > En -un maiJa se Ipdlca que ^ * de pulgada repr^eserrta 25 mlllasV 

^Guantas jpvTlgadas tomarlas para repress entar .75O millas?! 
5- El croquis de un-terreno t;lene la forma de un paralelogramo* 
^ Los lados mas largos miden . 92 jpies y los mas cortos . 40 pies* 
Los dngulos agudos mlden ^70** y los obtusos IAD'** Dibuja 
; " este ^erreno^ a escala, de manera que ^ . jge ptnfeada representee 

1 pie. ^ ^ . ' ^ ^ . 

4. La clujlad! B esta 40 millas al este de la ciiidad A y la . 
. vciudad vC estd 50 millas . al norte de la cludacf Bf -Re-- 
. pre*sentatt]pl6 una mllla por ^ de pulgada, dibuja un mapa de 
esas dlstancias. % ACuantas millas hay de la ciudad A a* la 
\ cludad C, medidas en llnea recta? ^ , 



•Blbu^fi'a escala' una aancha <3e 
t$iii©. Una[^ cancha de tenia 
es un rectingulo que tlene 
78 pies tie largo y 56 pies 
de ancho, Los pasa^es la- • • 
terales tienen 4^ pies "^ie* 
• ajicho. Lj^s zjpnas de servlcio 
tienen 21 pies.de largo *y 
15^ pips de* ancho. Toma ^ 
de* pulgadtt para representar 

r pife. . V , 



78' 



21' 

i 



1 



patojft 

lottrol 



zona 



VLa e'^ala de un mapa es j^^^* iQu^ longitud sobre la 
' tlerra esta re|^resentada por un segment© de ^ecta qu^e en el 

mapa tlene 1 pulgada de longitud? Ba la respuesta con la, 

aproxlmaci^n de una d^cima de milla, 

Un campo reglamentario de ; . 

b^slJol tlene la forma de \jin 

piiadracjd cuyo lado mlde 90 
^les de lapgo* El puesto del 

lanzgidor^ esta colocado a 60^ 

pies del plato ("hoine plate") 

sobre una recta que pasa. por;. 

el plato y la segunxJa l^ase. 
- Haz un dlbujo^ a escala del 
'' campo de belsbol Indlcando el 

puesto del lanzador eon ^n 

pun to . - Ef ^0 t^a med i^lonss^ - 

sobre tu dlbu jo para contestar 

a las g^igulentes preguntas. . - * v \* 

(a) ^./iCual es la distancla aproximada del puesto d^i lanzador 
a la segunda base? (Mide hasta el vertlce del angulo en 
la segunda base, ) \ 




(b)' Si 'vi:gya- persona cprre. directamen1;^re primera a la 
\ tercera base, j,a qu-^ dlsl^cia- minima -del puesto del 
. lanzador pasa? ; • ' ' , ♦ 

{c)" Si »el ^ardinero corto est^a* en el- punto medio del* segmen1>o 
qye'iine la segunda base con la tercera, qu^ Jaistanoia 
aprccximapla esta del plato?* . ' . . 

(d) • Si xin jJugadoi» corre de la tefcera base al plato, i,c\ial 
es la'medida de la mlnimfi dlst^cia al' pTaesto% d^l Ian- 
zador? • • • * " - 

Desde dos puntos * distintos , A y de *la bfehla se Ve- un 

barco. La distancia entre. A y B es 100 pies.- Si S ' 

represen'ta el punto. eh que esta el\barco, se mlden. Iqs si-. 

guientes angulos, en grados.: . • • 



m(/SAB) = 50 y m(/ SBA) 70 

Haz un dibu jo 'a escala toihando AB = 5 pulgadas. 

(a) i For que es el triangulo que has dlbujado s erne Jan teal 
■ triangulo ABS? . . * , • 

(b) Mi&iehdo sobre tu dibujo, bfilla las d:|.stanGlas aproxi- 
madas al barco desde *los puntos A -y B. • 

Sup6n que A> B. y C representan tres ciudades separadas 
por las siguientes distahcias: ' ' * 

AB ^ 100 millas, *AC = 75 millas y; BC = 60 miilas.. 

La clu^ad 6 esta dlrectamente al oeste de la cludad , A, 
y la ciudad B esta al iiorte de la recta \ Haz un 
dibujo a escala tom'ando 1 pulgada para representar 20 
'millas. ^ ' . • 

(a) iCuales son las distanclaS qwe en tu Qibujo a escala 

correspon^n a y B?5? 

■ (b) iCVi'^l Ta'amplitud "ap angulof entre -W 

y "AS, (/ BAG), en tu dibujo? • 

(c) petermina la direccion aproximadai de la ciudad A a 
» la' ciudad B, ^ ,' , . * 

SI en los problemas anterlores se hublera tornado una escala 
en que 1 pulgada corresponds a 10 millas, i<2uales habi^^ajfi 
si'do tus respuestas para (a)? para (b) y (c)? 



• ,11, UnsjT^aca y .un granero estari ^ 
en la^os opuestos de \^ ^ 
, anr^oyo fiiay^ en Itnea. - 
^ irec1>a» S^p6n que la vacs ^ 
esta a 40 -pies del arrpyo 
y^que el granero esta *a 50 
pies del* aWoj^o', estahdb ^ * - 
inedldas >s%as distanciaB 
perpjendlctilatTOehte a"! ax^ro-* 
* * yo^. ; SupongajnoB que hay 

100 pies de dlstancla entre 
ios pimtoB del arrbyo de 
los cuales-ae han medldo * . / - ' 

las^^dos distancias anteric/res* Haz un dllDuJo a escala y lasalo 
•\ para*^ hall ar las slguientes distancias: ' ^ ^ . 

(a) Iia longitud aproxlmada del camlno mas corto entre la vaca 
^ y el graliero, o sea, de B a C, 

(b) SI este camino cruza el arroyo en A, hailla l^s distancias 

de S a A y <le A a \ \ , . . 

, *. ~ ' * . ' • , ^ - ' ' ^ * , 

^12, . Inventa uh m^todo t)ara resolver el problema 9 'sln dlhujos a 

escala y luego yerlfloa tus re^puestas,' ♦ , 
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^9r7. Clases dfe varl^ldn 

" \A1 comlenzo ae estje. caplt-ulo 
ha;S ^studlaao la semejanza d« 
ti^&tigulos rect;^ggilt>s» En la 
t^sara de la derecha s*e ^muestra 
la g|5afic^t de la^cuaGlSn y 2xj' 
de los puntos P^/Q^ R y se 
bajan-perpencUcui^ijes al eje de 
l^s abscisas fo^ando cuatro trl- 
anffulos rec^angulos 3eme4a5ites^ 
Para cada uno 'de eaps ti^layi^los, 
la riizdn de la ordeiiad^i a la abs- 
-clsa. es I*. / Entonces> ia^en- 
dient^ de la recta es 2^ ^Para 
cada pimto esta grafica hay 
uiia rj^lacldn^ entre la. oi'denada y 
"la abscisa, , y tal relacidn se ex- ^ 
presa medlante la ec\lacl6n 

Para cada par ordenadd correspondiente a tin pun to de la 
grafica^ la brdenada ea dos veces la abscisa. / Veraoa que eStaB 
dos coordenadas esta,n relacionadas de una manera peoc^tlcuiar. " ^ ^ 
el murido que te rodea hay muchas s3;tuaclones erx las 'cuales dos 
cantldades estan relacionadas* Cuando compras nueeeB, el monto ^ 
de lo que pagas depende de dos fac tores: de^la cantldad que 
compras* y del *preclo de las nueces* SI cuelgas una masa en una 
balanza de resortes^^ la distancla que se eatlra el resorte se>* 
relac^ona con la reslstencla del resorts y el peso ,de la masa.. ^ 

^.-^ ^..-.r-^- ^ ^ ...^'^^^ ^ \ : . \ 1. 

^ * Ejerclclos de clase 9-7 • 

1/ Supdn que la libra de nueces cuesta iio.60. Haz una tabla 

en^que se ^muestpe el costo de yarias cantldades de Jiweces, - 

como se ve a contlnuacldn: 



Cantldad en llbras 


i 

0 


1- 


2 


"3 




5 


.6 


7 • 


8 


9 


10 


? 1--^^ 

Costo^ en dolares 

























113 




. ^Ahora lia? vm g3?afica para 

x^laclpna Qoxilllil peso. Sea 
- ' • " w el peso en librae (ej.e 
de las abBClsa^y ]£ a el 
costo en dolares .('e;Je <3e , 
lias ordenadas)'^omo se 
muestra a Ifa,:. derecha. 
(a) Si s.e cpmppa mjayor can-* 

tldad de llbras, ^qiA^ 
> W ;^>asa con, el eosto? 
' (to) iCudl es I^a pendlente de 



■I £ 
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(c) Estrlbe ^na ecuaci^n que ekplrese la relacldn ,eiit;i^^ la 



ordenada y*la absoisa paraj cada punto da, la r^fita* 



2. 



A la derecha liemos dlbujado 
i3ilindro que ^sta lleno 
i ^ de aire. Se puede coTr5>rlmir . 
^- el aire medlante la presion 
/ejercld'a por un piston y un 
peso col ocado- sobre la plata- 
fopnia P. ' sEl Volumen qcupadd 
ppr el aire depende la « 




Air« 



Piston 



jdistqnelo 



* magnltud.de la presldn^ la _ 

3 cual a su. vez depende del t * 

peso qtie.hay en ^e^-cb- v * ^ ; X, 4 

locan masas de varips^ pesos ^ la plataforma P .y medlante un\ 

. T^anometro se mlde la pcesldn Vf en ilbVas pgr pulgatla cuadrada, 
del air^ dentro del clilndr6.. En 6ada. medlda se tom% Iti dis- . 



tancia'' del piston al 4'ondo J- ^e deteraina el^^'yolumen* v del 

, -alre^iJontsrOdii^erL^^l.. eil indro.. ' He .^am^l ..-um _tabl a_ e^mues tra 

los resultados : ^ * . \. ' ; 



• p ' 


^ 15 

.... , 


20 


25 


50 




250 




156 


125 , 



ERIC 



Haz, u|ia gi'df lea par^a mostrai^ 
la :i^laci<Sn"entre* p '^r , 
y tisala para respohder a las 
siguientes ^preguntasi- . * 
Xa) 6G\>al serla la medlQa 

" del volumen Bi}*p*= 40? 
(b) A me^dlda que el peso 
aumetitja, . jque pasa* con 
., el voluraen^el aire? 



75'. 
50- 
•25" 

15 ■ 



^4. 



5 ti) 6 



SI la prfesion fuer^ 10, icual^ 3e;K>la la medidft del volyirfen 
A medlda que , eV voluraen arumentay ^q^*^^ pasa con l^^presidn? 



(o) 



En est;os das eje^los de las rauchas formas en ^ue ee pueden - 
' relacionar dos. cantidades,- kas visto ljue cuando. una de las canti- 
' dades cambla, . la ott^a tambi^n cambla en cierta forma deflnida.^^ \ , 
"•^s matematicos dicen que una canti'dad "varla,". ci^ando'^esa cantidad 
canrbia. En el resto de esjte. capltulo estudlaremos algtinas de las 
propiedades mas simples reJ*erentes a .camblos. Esas pro^iedades ^ 
se liaman a veces leye s de varlaoi<5n . ; " . 

v\ EjeiPQlcios 9^7 

. 1. fin la tabla flue sigue se dan los alargamientos de un rest)rte 

cuando ^e cuelgan de ^1 maSas de varlos pfe'sos/ Construye una 

■ graflca que muestre la .-re lac Ion entre el "peso . w en llbr^s y^. 
• " ■ • • . ' • • , . • ^ -■• . ' >• 

Ql>alargamiento -s en pulgadas. 



•Peso en Tlbras 


0 


1 


2 


5 


.4- , 


^ Alargamlenfco en, pulgadas 


0 


3 

¥. • 


* 1 


2^ 


3 



{a) -^A ftedlda que w orece, 
i i^xi.^ - P.^sa con 3 ? j; 

(b) Ajmedlda que s crece, 
ique pasa con w? 

(c) ^Gual pddria ser la 
medida de s si la 

• '* .medida de ."w, es 8? 



4S 



2- 



I • 



I 1' ' 



2* 



; ' . -585- • 9-7 

En .un piano inclijiado f pmadQ por una tabla clispuesta Tjomo se 



0 

^ ' — 


3 ■' 


2.' 


\3 , 




5 


6 


7 


,8 


9 


10 


11 



cdmenzando ' por el ^bofd^ inferior, " 




MesQ 



Supon q«e se coloca una bolita a variaa aistancias del horde 
inferior' y que" medlante un crondmetro se mlden los tien^os ^que 
emplea la bolita para lleg^r hasta el borde Inf eri6r. He aqtal 
tina .tabla 1x>b res:ultados, con las medldas de ta^^empo dadas . 
con la aproxlmaoldn de djp^segundoj * ^ 



.' (medida de.la dls- 
tancia en pulgadatf) 


.1 " 




.3 


4 


5 


6 


7. 


- 8 


9 ^ 


io 


' . (medida del tlempo 
en segujidos) 


.0. 1 


0.3 


0.3 


0-4 


0.4 


0.3 


0,5 


0,6 


0.6 


» • 

0.6 



; 0.2 

0.1 t 



Haz^una grafica que rauestre 
la relacidn-. ehtre <" d 2. ^* 

(a) buando la medida de .d 

' " -* ■ , . * 

varia (cambia), ^varla 
« ^ambi^n la medida de t? 
- Explica tu respuesta. * - 

(b) iPuedes predecir cuanto tJ.empo tardaria la bolita para 
rodar 12 pulgadas? ♦ ^ 



-t ; 

I '2 ... 



5,. Coi^slclera una caja de base . 
, -cuacjracla, cuyo voluraen es 100 
_pulgadas ciiSbicaa, I^faz una , 
• -tabla^que irruestrie la 5:»eiacion 
,enti*e la rn^dlda . § de la 
longitud del Ijado de la< base 
y la medida h de la altura. 
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(a) Haz wia: grafica qvi4 
muesti^e la pelaclon 
entre s ^ ^h. 

(]b) Da uina fdrmula que -ex- 
. * prase h en terminos 
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.9-8. Varlaclon dlrecta >^ ' ^ '1 . * 

En el problema, 1* del tlltlmp conjunto de ^ejerc^clos,' iC<Sirto": ' 
hallarla^ el costo de l^v^^jibras de'^nueces? Naturalmente, podrlas,. 
decj.r asl: "Una libra de nueces cyestii, 0. 60 de dolar. Para 
■'hallar el costo de ^ 15 llVr^s debo . (isuraar, restar, ^""•^ 

multlpllcar o»divldlr?) el costo per ig.bra por el' niimero de llbras. 

La respuesta es _^ * . (iCuanto es?)" Puedes expresai* este . 

" ^rocedimlento de calculo por medio de 1^ eQuacidn 

fO. 60^ — f jQue opeT^c3±6n de'fre^et'e^ 

Guando dlbu jaste la grafica de es€'a relacidn, obtiiviste una 
/ llnea recta que pasa. pQr er orlgen: ' ^ . 



iCual es a.a \ecuacion de estei recta? iCual es la pendlente de esta 
recW aumentas la cantidad que compras en 10 libraa,' iciianto 
aumentara'el costo? ^Cual es la wiaclon en el cpsto por cada, " ^. • 
wnldad de variaqidn en el peso?, % , ' ' ■ . * 

\. Declmos que c varia dlgectamente con w, 'o que el. oosto es. ; 
ppoporcipital al peso. En esta relacldn, la >az<5n de'la medlda dejC^Nv 
costo a "la raedida del ^eao es slempre 0. 60. Debldo a que este . 
numero no caintoia, lo llamamo's una constante . JDeclraos que 0. 60 
es la constante de proporclonalldad . • . 

SI tu padre C9nduce el autpmcSvii a^ lo *largo de una carretera 
recta a la velocldad de 50 millas por hora, dl^tancla" re- }' 

corre en una bora? miY en 2 horas? en.- 5.*5 horas? en t. . ^ 
horas? La medlda d de la distancla re^corrida' 3e da en t^rmlnos 
de^la medida t del tlempo, por la fdmmla 1 " " - : 

d = 50t . ' 

Vepios que la medlda de la distancla es una constante raultipllcada ' 
por la medlda- del tlempol La razon |- de la medlda de la dls- ' ^ 
tancla recorrlda a-la medlda del tlempo es constante. La* dlstan-. 
cla varia dlrectamente con el tleftipo. Podemos tarabi^n declr que 
la dlstincia es proporclonal al tlempo. ^.a constante de propor- 
cionalidad es • 30. - 

En la grdflca de la ecuacl<5n y 2x,. la ordenada de un punto 

"~gDlgre~l:a"grai' l t?a^"^eg~una "Cons po^ la abscl^a*-— — 

Con.otras palabras, y Varla directamente con x. Podemofe tamblen i 
declr que. la ordenada es proporclonal a la abscisa, y que la cons^ • 

"' tante de proporclona^idad es 2, que es la pendiente de la recta. 



. ' ■ Ejerclcios clase 9--8 * * 

De fitcuerdo coiula ley de Hoojce de la elasticidad, el' alargar 
jBilento de tin resorte eg prciporclonal al peso ;del objet^o que se 
cuelga de el. 3up4n que sabes que- cuandb de. §se resorte se 
cuel©a una masa^ cuyo peso es 2 llbras, el alargaraient'o' es. 5 
.pulgTOas. ^ ^0/41 sera el. alargaraiento producido por un objeto . 
qu^ pesa 5 1ibras? " > ^ > 

(a), Podemq's expres§ir la ley de Hooice. por medio- de la ecuacldn 

• s = k • w. » • » 

Ign que .k <|s una. cons tante de proporclonalldad, 

■ • . s . la medlda del alargamlento, del resorte en 

• pulgadais,' " ' ' 

Vw es la medlda del peso en liliras/ . 

• Reeioplazando b ^ v/ 'pbr; 3 y 2 1 respectlvamente, la 
ecuacl6n se escribe, 

- Resu^lvela para hallar la. cdnstajit^ de propprclonalldad, 

* 

R^mplaza/la k de.la ecuacldn s ^ k • pbr ia res- 
puesta qiae has encontpa§lo en , (a) y resuelve la ecuacion 
para hallar s icuando w = 5* * 
Copla y ocfmpieta la. slfeulente tabla usando t\y respuest^ 
pai^a (a) como ioniStante de proporclonalldad. 
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(d) iVaj-la 

SupQn..que el .CQsto de la- -gasollna es 32 ceutawos por galdn. 

(a) Escribe una ecuacloji en tdrmlrios ^atematlcos para mostrar. 
el costo total en eentavos, t, de n' galones de gasolina. 

(b) Escrlb^e una ecuac±<Sn que rauestre el costo-jcomo numero de 
ddla^jea^ d^ para ^ n galones de gasolina a' 32 .ceritavos 
por g£i:\6n. . . » <r 
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1: 



2. 



5. 

6. 
7. 



rectamjBnte con la medlda de n? 
, „ _ r^ctamente sCon la medlda de t?'- 

(e) ^Cudl es la cons'tattte. de proporcionalidad fen este problema?- 

\ • " . • . ■ ' ' ." ' ■ ■ . ^ 

. • , . EJeyclclDs- 9-8 *^ ♦ ' ; 

(a). Redacta 'una proposlcldn en termlnbs matimatlcos que d^ el 

costo. total, t cehtavos, de n galones -de gasollna-a. 

55.9 centavos poi? gal<$n.^' \ ; 
{Jo) ESn este enupcladfaVpu^^le. ta^bi^^ ponerse el cos to como^d 

doiares. Escribe l:a propoelcidn de \lna segunda m^era, 

uss^do 'd .dolares* * * ^ 

(a) Si" tu paso es normalmente de'unos* AS pies, iciAanto re- ' * 
correras 'en 'rt pasos? 

(b) " U'sa d pies para la distancia total y escribe la formula. / 

(c) Si n- crece, iP^e^^e decrecer d al raismo tiempo? 

(a) Escribe una fdrraula para el numtro i de pulgadas en r ' ■ 
pies., ' . * * * . 

(b) A medida que f decrece/ ^que pasa con i? ^ • V 
Establece'el valor de la constant e, k, en caj3a una de las ' 
ecuaclor^es que has escrito.para los pf'oblemad 1 a 3« « 
^Puedes escribir la ecuabldn del problema 2 en la forma 
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~ - 2? tQue r^striccion habra que hacer sobre" n? 

Halla k si . y . varia directamente con x, e y es 6 ^cuan<|o J 
* X es 2, ' \ • , 

« Halla k si y v^rla directamente con £ y es ""5 

cuando x es ""12. • 

(a) ^Algunas veces se neceslta 
escribir una ecusicldn a 
partlr de un cpn jtinto de 

valor^es^-- -pc^ la Infoopma*- 

cion de la tabla adjunta, 
iparece que 4 varla 
directamente eon br 
' iPor que? 

(b) ■ iOu^ ecuacidn pocl^la relacionar a a ^1 




a . 


b" • 


20 ^ 


2 


. 50 


5. 


"70 


"T-.... ^. 


100 , • 


• 10 


"110 . 


'11*' ■ 



•9, Supdn <^e '' ^ varia dlrectaJaente oon t 2. cuando t «s • 
' 6, -,d es 240. EscrilD^- la ecuaci<5n que relaclona a d 2^ «t. 

10. ; .(a)- Usa la relacion a ^ parst llenar ^os. espacios' en' 

bianco de los ^Ifeui^tea 3^areB>©rdeh&dos : ("4^ \, 

.(bl Marcsfip.os punto^ en p^^l cuadElGulado*^^.. ^ * \ 

11 . /• (a) " En la r^i^ablon del problemii '10, .cuajido e^ntl^ro -^i^ se 

' duplies;, 'is% 4u^llca tam^^ri* el Ti^imer^^ y 

» (b) Guandd x se ^dii^lde por 2,; ^^ue pasa con \ .y . v 

.(c) Cufundo se multlplica el ndmero por. 10, ' jque pasa - * 

con el nujaero correspond! en te x?^ 
(d) iSon verdadero's tus enunqlados para valores -negatives de 

12. (a) En la ecuacion y = kx^ 6QH^ pksa con el n-dmert^- si* 

v_ y vse divide ppr 2? - ' * *\ - 

(b) iQ^f^ PS^sa con y si x ^se triplica? 
15» (a) Da von ejemplo de variagion direota puando la constante 
de p??oporpi6nalidad *es'un n\5inero grande. 
\.'(t>) Da otro- ejemplo cuando 1 > k >.or 



If 



9-9. Variacldn Inveraa ' 

Supdn que tlenes 12 cuartillos de ponche* para una' fie'sta, 
y que qijfcieres 3e5? perfectamente justyD con tus/ i^vit ados y servlr 
a cada uno de ellos exactamente la mlsma cajitidad. iGomd varjCst 
la cantidad para xiada Invitado con el ^niiiner9 n de invltados? 
Por eJemplo> si el niimero de invitados' ge dupllca^ ^cual es la^ 
varlaci^ en la cantidad que ^ecibe cada uno de ellos? Sea q*" 
el numero de cuartillos de> ponche por invitado* Entonces, 1^ - 
can^ida^ totaX w pon6^^ Igual- a 

(numero. de cuartillos por invitado) (numero.de invitados)* . 

La relacldn ^entre q n •^uede e^jcpresarse mediante la ecuacion, 

q • n ^ 12 ^ ' 

donde la constante de proporcionaljtd^d es 12, 

• ■.. J 
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' A contlnuacidn s» nn^esti»a* lona tabla de 'valares;;para la ecua- 
ciiSn Q • *n » 12. Para coiilpar&c±<5n> se *nru|3ta:ji ^jambi^ii una' tabla 
.de -valores para "la ecuacJL(5ii/ y = 3 • x.- Ve5^if^.ca las 'tfablas Y^^^ 
comparatlos valores Indficados. \ ] ♦ • • - 



4 \ n'='i2' 





. 1 • 


2. 




> 


5. 


6 ' 


n 




•■6 




'-■5 ■ 

*• 




2^ 









■5 


^4 - 


• -5 ' 








6 


9 


• 1^2; 


/I5 


18 



1/ 



fin- 



crece. En ,realida4, ''hay una i«iaclon ^^i^ ,si "Se dupllca 

cualatiler- "valQi* para.- x, rtambi^n sfe dupllca el valor correspoh- 
/dlente para xyjj^ si se trl:jir<xa uhxyalor para' X, tamblen se tri- 
. plica* el Va||op para ^ y». SI cualquiera de los veuLores de x ae . v. 
multlpllca por cualquler numero, el pprrespondlentQ valor para > 
Queda multipilcado por el mlsmo nuraero. ;.Esto es lo que . que!r*6fti03 
declr con "y varla dlrectaraenie cop x", Eafee -es, -pues, m ^,Jem 
plo de variacidn directa* * * , ' / 

, La prlirtera tabla, de valores eg^ mwy liferent e. En ella, €i- 
.decrece^ cuando ' .q crece. .Hay* una relaclon'mas deflnida: * si se 
tlupllca cualquier valor para .q, entonces el corregpondiente, valor 
• para"n . queda divldldo por 2; si sfe trlpllea cualquier valor 
- para . q; el correspondle'nte valor.jpara n> qu6da divldldo por 3. 
SI un valor, para q se imiltlpllca pol> cu"alquler nuraero, .el. valor 
correspond! en te para -n queda divldldo p^)r>.e^' mlsmo numero. Ex- 
^ pi*esamos la* relacion* q • n: = 12 -cUcierido^ 

' ' "q* varla-, Inversamente 'con n", 

btra maner'a de declr lo mismo es: "* 

: * ' "ci es inversamente proporcional ^ n\ ^ ;^ ; 

A contlnu|itjl<$n se rauestran las ^rafl'cas para " q • n = 12 « 
' V = 3 x,.' park> valores poa:itivos de q, n, y. 2. x.* Otoseirva que 

* * » . . \ * V 

todo lo *aue *hemps dicho anteriormente ae muestra 'en las graficas* 



V/' 
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\; (a)f'^ ^ la tabla BigUiente, ise muestrsgnV^os posloles maneras* 
X las ciiales puede recorrerse una dlstancla de 100 
^ / milXss* Copla y eompleta la^ tabla, * . 



*10Ptaa(3 Imllias por hara):;. 


10 . 


20 


'25 


50 


.60, 


75 


8d 


100 


^iompo (ho,ras)'*;^«j^^. 


10 


5 




— 











^ (c) 

(ay 

(a) 



TJsana© V para e$ rtumero de mlllas por hoi*a, t para 
el liiSinero de horas, y tomando los datos de (a), escribe 
una ec^iacl6n (|ue conecte a v, t ^ 100* . / 
Guando la velacidad se duplflica, ipiAKi es el *ef eoto en el* 
correspondlen&^ valoj* del tiempo? . 
Ouando t creoe en vt''= 100, ^qul pasa con * v? 
Supon que tlenes 240 ^^etas^para el piso de un patio • 
y puedes^ dlsponerlas en hilerks de una^varledad de 
iQaileras para ^hacer^lsos'.rectangulapes^' SI/ s r|pi*e- 
sent^ el mimero de losetas en una hlletra ^ n el numei^o 
de hlleras^ '^cUales son las pQSlMlldades? Copla y 
.eompleta upa |;abla co^iq la' sigulentej . 



; JMmejTO total, lose tas J . 240 m » ,# V 

JsMmepo ae. lbsetas >ii Vria^JI.^^^^ lO" "12. 15 . 16 50 ,.40 " -I 



Numero ,de hileras V ^ : 'Cr 24 
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. Escribe una' eouacidn que conetft^ a- ^ a x 246» (Si .hp. 
.' • • . puedes cortai^ nl^uria de .laSf losetas, icdiho deben sei',103*' .' 
... rrdmeros -n . s?) 

3. "i^^) balancln estara *en , 

. - , equillbrio si wd = .V&) 

■ ' lljpmdo objeto que pesa ' 
■ * libras. esta a d pies " » . • 

. . 3del. apoyo y o,tro ob j^to que pesa "^W lib>aB estd a D 

pies, der apoyo. 51. - Wp = 56, hall a t> cuaQdo W fes 2, ' 

> ; 9 <5 t8 -y-hklla duando D es 1, 6 <5 12. 

(b) puedes decir sobre I9S valbres de W ciiaiido • D ae 

' duplica/'sl .wd permaAece coriBtante?. Si se reeroplazan 
^ " valores creclentes. pa^'a ^qtie, puedes decir sdbre los 
valores correspondientes de suponiendo que ^wd per- 
. ^ manece constante? . . . ^ 

4. Escribe una ecuacldn que.c^ne^ta el. tlpo de interns r ^^ el; 
n\5mero de d<5lai*e3 en depSslto^ p/':con un Interna! fijo ^e .ji200^ 
por afio. Comenta^la manera que' los valores cbrrespbndlentes 

; ^de r /re sulta/i affect ados cuando se^susti1;\;iyen. dlversos valbyes 
. para p* SI se* duplicara el tlpo* de interns, ^qu^ eJCQedente de 

> ' d.iiiei^o habrla en el deposlto .^l^ste dejje dar $200 de-lnte-, ' 

reseg por atSq? • ^ » , ' 

5. Da la constante de^proporclonalldad de cafda uno de los proble- 
ma3 1 a 4, ^ ^ ^ 

6. iCual es la diferencla entre l^jvarlacio^i dlrecta y la yarla- 

ift versa? - ^ — t.j^..,, 

7u Halla k si y varla Inversamerite (yoi\ x y si y es 6 

cuando- X a^, 2. ,. ' ■ " ' , •■ ■ 

B/ Halla k si x v^irla Inversamente con y y si y es '10^'. 

cuando x es ^ / * " ' 
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A 



9. De la Infomacidn de la. taTola, iparece gue a varla inversa- 



a 



• h 1.^8; "2 *2 6 16 38', 82 , 

10, Estrudla los slgui^tes pares de nilmeroat ("2, (''l*. .2)j 

(o> o)j: (-u-^)? ;(2, 8)j (3> 18)^ (4, 32). • y\ 

(aj ,iPareoe que y var£a direetamente con x? , 

(b) i^Parece que y varla Inveraamente con x? ' 

11. (aV ^ la siguiente -tabla llena los espacios en bianco si 



) 



Z "-1 1 2 3 ^ - 5 6 7 : 8 9 18 



y 

A • 6Ea poslble que x 6 y ^^a cero en .xy .= l8? ^Por 

^ . qu^? .• • ; •• " 'I- ■ .. ,^ " >• - - 

(c) Marca en .papel cuadrlculado los puntos ouyas coordenadas 
has ballado en . (a)* y dibu^a la curva. , Serd i^ejor que 
* ball? » Kft^B pares de n\3aieroB para que puedas dlbu j ar- la 
/ curva ipn mayor . facilldad. ^Se parece tu |»rv^' a^la que 

damos^a .6ontinuacl6n de (d)? , ' ' 

* ' (d) Ppobablemente has encohtrado .eata curya en el s^ptlmp . • 
«v. grado,. relad^onada <5on" la palanca, o. la balanz^. 1^ 

* . curva, de X& ci^al tu gf af ica >s u»a"porclon,. se llama * 
' hlp^rbola. . tiene dos ramas.. _ Una hlp^rbola i^dica ^ . 

/ r vapiaci6n • \ . - v . / 



12. Dibuja la grafiea de xy » 6. en papel cuadriculado. ^^ . . 

Otmerva.que en el estudto de las varlaciones dlrecta e. inversa 
se pueden intercambiar las letras x e y. iEn * y = kx, si k no 

-ceiio, 'decimos qtie x varla dlrectamente con y, 2. W J Ji^J?- 
dlrectaihente con x. En xy =i= *k, k ♦ no puede ser cero y declmos 
quV X varia Inversaraente con y 6 que y varla inversamente . 
•:con' X. Erf e.stos entsnclados x e y pu^^jAwcepresentar diWsos 
:pa.res de nVimeros mlentras k representa una constante, es declr, 

niAmeiPo fl4o. la eouacl<5n general se usa la letra k en vez 
de un buroeral' particular, a fin de Incluir todos los casos poslbles 
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.Como es x / 0, la ecuaci6n xy = It puede escriblrse y = k • ~ 
indicando'que y varjCa dli»ectainenfc:e con el inverse de x. , 

Ocaslonalinente puedes Ver la .varlacltSn |l3cecta represen"tada 
por el ^nutaGiado J=> lc. Alganas, vec^s esta forma eg'titi-l, pero, 
por tus eatutdios del numeT»o Qero.sabes que = k excluye la 
poslbilldad de que, x sea cero. ^ ' ^ ^ 

. L^B graflcas de* y = kx de* xy = k incluyen pun.tos con 
cooa^den^idas iie^ativas. En algunos .problemas no tiene sentldo que 
X o y . sean negatlvoa, • En el prpblema en* que serVlas* ponohe 
a t^s Invitados, el niiniero . n , de invitados debe ser un niimero 
natua^al, En tales 6asos la ecuacidn no es^-una !braducci6p comple- 
tamente correcta de la 3relacl(5n en leriguaje matemdtleo. La tra- ^ 
duccldiji 'Qorrecta de tu probleraa del ponche en la fiesta es la ^ * 
proposlci<5n num^rica que sigue: . * 

(l) "pliL - 12 21 ^ ®^ n'umero natural"^ 

La traducclon correota de la ley de Boyle es: 

Cuiando construy^s la grafica^ d^ la piX)posicl^n num^rlca ob- 
tienes un oon junto de pyntos alQlados en el prliaer cuadrante. 
La grafica de la relacldn (2) es la rama de la hiperbola 

, ' \pv =:k ' ^ * . 

que est^ en el primer cuadrante. 



9-10* Otros tlpos de varlacldn {opclonal) 

Si const mlmos una tabla con las medidas de la dlstancia d 
en pies que *t»ecorpe Van objeto cuando cae partlendo de una poslpidn 
iniclal de r^poso^ en t segundos, obtenemos resultados como 
dstos: ^ . 



t 


0 


1 


2 


:3 


4- 


d 


0 


i6.. 


64 


144 


.256 



Dibpja una grafica de la relacidn entre d y t» Coinfe los 
valbres para d son grandes, podrlas usar para el eje d una 



- Otttlenes wna parte de'una cur«va' llamada parabola. • 

Si se clupllca el niimero li, ipov cuanto queda raultiplica'do el 
niSmero d? Si .se triplica, ;4por cuanto queda raultiplicado el . 
ntimero d? Como ves-, d varla dlrectamente con t . Podenios ex-; 
presar la i^elacidn por raeddo. de' la ecuaci(3n ' ' " , ' 

- • V ^-^ ' d i kt^ . ' . ' . *> * 

donde k es constante, iQual efe esta constante? ^Qu^ d^^stancia 
• cae un objeto en 10. segundos? i ' \ . 

Haoe raucd^os afios que Galilljeo desciTbrid esta ley. Comenzd con 
fexper3JDtteiitos como- Ips del piano inclinado. ^{%' problana E . de. la^ 
Secci6n.9-7. ) De la tafila qiie ■h©mqe dado, serla dlflcll* deduciri 
\ esta ley. Se ixecesita^lan medlciones mas. exactas para descubrlrla. 

• . .. ^jerci.clos 9-^1Qa * ^ . , 

1. (a) iCti^l" es el area* de cada una de las caras de un cubo cuyos 
lados tlenen una longitud de 2 p'ulgadas? iCuantas caras 
. hay? iCusKL es el drea total de su superficie (e.l area . 

total ^de todas stis caras)? / * 

(b): Constfnaye una tabia que muestre relacldn entre las ^ 
^ longitudes de oada lado de un cube y el area de su super- 
f icle^ I .... . 



' . . 2* V Sea S- la. m^dtda .eja o«ntlmeti»os. ctiaiclradds del area <ae iin. y -.t 
^ cuadi^do c^QjfOs. Xad^ e centlroetrds* . . . •. , • . 

■ .\(a)C I^ter^ que Q(?neete|; , S ' opn. e, . . / :^ 

• ; • ' ic) ribuja la i^raf ioa. <Je la ecuacion \|jae has'' ehcontrado/. S ; j 

In {a>.* Tfesoa e ^^oreS; /O a y el±|;a 

. . -una esoala tfonvenlente para Ips, valo3:*eS ae^ S. . ' ■ 

{af* En. la: gimfica tjije Jias ail^ .-- ^j 

; • ( el area ae un cuaa^^'ado cuyos laaos miaeori ^> cm, , . . .j 

: ' ■ • (2^ la longitud de Iob ladps d^ w ^Js^tadrado cuya a3?ea " 

. . v" . ^ (3) el area^de;uii cuadrado puy.Q^^ . iic! 

' : ' v ' W 1«L -longltT^ a© los lados ae un^c^aTarado " cuyet area . " ■^J 

(^) trtlllzanao la ecuaclon . que has encontraao en (^i), eal*~ * . ' 

■ , ~' ^ cula t ' / «• • ' ■ '/ ,4 - t ■■•*'" ■ ■•' * • ' 
' (1) el area ae un cuaarado cuyos lados mldeji ' 5 <sm. . | 

-J -" ' (2) el area ^ae .un ouadrado cuyos laaos j[ttiaen 

3. Para cada una de las" obpervaclones del problema Z de los 

r • . E;jer^lciqs 9-7, oalcula la ^razon Halla la media de esas, . . J 

' razoyies, Dibuja la grdflca ae la ecuaclon . . . 



d = kt' • X 



Usa para k" el valor medio de l^s razones que acabas de- 

calcular, y ms^ca los puntbs que rep^resentraai las observaciohes. \^ 
^Esta la "curva teorlca" muy proxlma a la (Jue represents los 
datos experimental es? Segun los datos, it'e parece que es * 

practlcamente constante? . . ' . . ' 

A. SI E es proporcional al cuadraao ae v, y E es 64 cuanao • 
— - es 4,- -dete3rmlna ^ ' - - 

(a) una eciiaclon que conecte E go» ' 

(b) . er valor. de E cuando v.=)6. 

(c) el valor ^e v cuando E ='l6. ' , » , f 
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5; Supori -que la semilla de "gramia cues^a 70 centavos la libra, y 
• que ccai una libra se puede sembrar un area de -280 pies cuadra- 

dos. ; , . ; - , ' ' ■ , ■ • • ' ■ 

(a) i'Cu^tas libras de semillas se necesitaran para sembrar un 
^ / ' terreno cuadrado, de 10 pUes de lado? , C - 

(b) iCu^to costara la semilla neeesaria para sembrar -on , 
terreno cuadrado de 10 pies de lado? 

• ~ (c) Si el cop to de. la semilla para sepabrar un terreno cuadra- 
« do de, 3 pies de,-lado es C centavos, detemina i«na 

ecuacidn <*ue bone<?te O jjr s. . ' . 
(d) iCuanto costar^a la semilla necesaria para sembrar un . 

* tei*peno cuadi»ado\ de 65 pies d|^ladb? \ I 
(eO SI* hay dl^ponlbles .$15*00 paira^ comprar Berallla, ^jJodras 
compear suflclente para sembrar uh terreno G\:iadrado de: 
75 pleg de lado? ^ ' " 
6. Se deja Qaer una pelota desde lo alto de uiia^ torr^* La distan- 
cla^ d pies, que, ha recorrldo en caida varia con el cuacjlra- 
do/del tleihpo, t segundos^ que ha pasadtr^esde que part 1<5. 
^ (jJ?>^Segijin tus cjonoclglentos previos^ jqu^ ecuacd,qn escrlblrlas 
para cbn^ec'tar 6 ^ t? ^ - * • # • 
^ (b) 6Que dlstancla 'reoorre la pelt>ta en los. ^ prixneros. 

segundos? ' * . 

{c) SX te dlcen que la pelota ha cafdd Ikk pies' en los pijl- 
meros 3 segundos, escribe una ecuaci<5n que conecte d 

{d)-*Us8bndo la ecuacldn que has escrlto en (c), ^puedes cal»- 
♦cular cuanto cae la pelota durante los primeros 5 segun- 
' dos? , 

La ley de la* gravltaeion^de Newton dice que la fuerza con que 
se atr^e^^^ objetos varla inversame^^ oori el cuadrado 

de la dlstancia que hay entre ellos; 

don^e Ic. es una const ante. '.^ 

Los problemas de este capltulo te dan alguna idea de las 



■ •m'ttciias -mcbieraa comb pued^ 'esifg? pej^oioaada^ eisiiti^e si "Qoa^c 
ti4aclea que varlan. En la mayor 'par-fee de los casos que.lieiQos 
feslnidiadOjf laiJ^elacldn pued|^«e3?'e3^ una ecuacion d^ 

la: -forma • ' 't • • *' ' - • • v - ' 



tiondC ^Ji es m ctumero natur^il 2^ k es una clerta coAstantie. . 
Como hemes indie ado^ nmchas de las leyes de la natwaleza son de 




• - Ejercicios 9-10t) 

;tJsa la sigulente notacldn? \e centjCmetro^ ,es la Xongit-ud de . 
una arista de un cuboj P centlmetros e^s el perlmetro de una cara 
/del qubo; S- CQnljj^etPos cuadrados es el area total de todas las ^ 
caras del cubot V centlmetros odbicos es el volumen *del ^<?ut)df»^ 

1. itetermlna una eouacidn que conecte. ^ Z. 

2, ^ Gompleta los siguientes enunciados: , ' 

(a) P varia ^ ' ^ . . ; 

-J (b) S --^^arla ^ ' ' ^ ^ 

, 4C<5mo describirlas la manera en que 'V varla con #? 
3* * ])il>u3a en un sistema de ejes ooopdenados las grdf leas de las 
X tPQ^ eeuaciones que has Jiallado en - (st)* Toma los valores ,0, 
1* 2, 3 y, 4 para e. * 

4. TJtlllzando las graflQas que has dibujado. en «1 proH-ema 3, 

' - halla .P, S . y • V cuando e es 2^ Vcplflca los resultados 
empleando \Las ecuaclones que has eocontrado en el problema 1. 

5. JJsa las graflcas que dlbujaste en.-el problema 3^ para .estlrafir 
cual de los valorem P, . S y V sera mayor y cual §era raenor 

" cuahido ^6" e&"~^or' TO olateiildo 

en el problem^, 1 para oomprobar tu estlmacldn. 



9'-11» Resumen y repaso > ^ • 

. Nuestro estudlo sobre trlangulos rectangulos en este capltulo 
se ha basado en esta propledad; Si un par de angulop agudos 



0 
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en dos ti»$.^bagulps tienen amplitudes Aguales, en 
vWl«trtK)nc^^ j^aatw^ea d« ias wec^ de las longlt^d^s dje loa lados 
S \^ correspondlentes'^ori Igu^iles, . . 

• Bfk^ liMigwaJe matemi£tjlco : , ' i 

SI los angulos BAG y ]^»;A«G» tienen^ aLgual amplitud 



los Jangijlos ACB y • A'.C'B* -son rectos, ' 





entonces, en los trlangu^os .ABC y A'B'C'^ tenemos 

■ . ."" 

■ ' AC BC • V aB 
• t. - . '"B^*^ ' A»^ 

Los slgulefites pares de razones tainbl^n son iguales:^ 



AC 
TO 



A«C« IBC B'C BC B'C 

irr"' = pu^' IE = Trap- 



se dice que dos tri^ngulos ABC y . flEF cualesquiera s©n 
semejantes si hay una correspondencia'biunlvoca, - 

/ . A<— >D, ; B < > ■ > E, C,< ■ 

entre sus vertices de inanera que f 

(1) I09 ingulos correspondlentes son congruentes, y " 

(2) los ladoB lorrespondlentes son proporcionales. 
"^eTia~6lffulTer6:do ~He~ 1ia~pTotredo V~qTxe una oualqtriera xie- 
estas dos condicifehes impllca la otra. ' 

En up triangulo rectangulo son impprtar^es lets siguientes 
razones. trifeonom^trlcas: « 



. ^ sen^CAB «= '^ tg / CAB - ' ^ cos 2! CAB> ^ J 



t . Iia ecuacidn de una recta g[iae, pasa por el orlgen- tlene. 1^ 
forma kx,- 4qnde k es constante.. El imm&ro . k se lima 
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la pend3,ente de la recta. -SI Q (se 3,ee "1^eta"),» es la aJHplltud 
del kngulo que la recta forma con el rayo poa^tivo del eje de las 
absclBas, entonces . \ . . • * 

, / ■ •. . \k = tg,6 \ ' ' , ' . • , • 

si Q(x, y) es punto cualqulera sobre la recta, ciistli^itQ del 
origen^ eiitonces\ \ . , ' \r ,v 

A raedlda qua el punto Q se mueye a lo largo de la recta, es 

- - ^^^^ - ■ : 

variacl6n en x " 

Los dibujos a escala y- los mapas son una* aplicacion directa 
de la idea de flguras seme^antes. * ^ - . • • 

Esta relacldn entre dos cantidades es uno de los tipos ^e, 
. varlacidn considerados en este capltulo. . Las tres clases de 
variaeldn conslderadas en este capltulo son varlacldn directa. 



^1 cuaclrado. 



. .. 



* variacidn inversa y yarlaci<5n dlrecta con 

: ; • • (1) 

1 y 

y « kx, donde 'k es nn^i conafcante cllferente de 
QBTo, decimos q^e y varjCa^ dj^c^ecfcamente con x. 



(a) Si X e y estan Telaclonaljias pop la,ec^iaci<5n* 



(8) 



* Algunas vec^s oml times la palaWa "directamente", 
El numer6^ k se llama la oonstl^te de proporelpna- 
lidad* 

(c) ' Si . k es positive^ buando x cAece y debe c|*ecer 

y cuarxdo x decrece y debe^decjfecer*. 
Variacldn linversa: xy k * 

(a) jSl X e y estdn 3?elacionadas por\la ec^iaciou 
; xy ^ k, donde k es \ana constante dfljferente de 
cero, declmoB^ que y varla Inversam^te con x, 
^1 numero k es la constante de propckpcionalidad 



entre y .jr el reclproco de x coino sa muestra en 



1 



y = k . 



la foma 

"(e) Si k es positive, cusmdo x crece y \debe- de-' 
. ; . precer, y cuarido x decrece y ^ debe c^eiier. 
.. (dj . Iia gr^fica de 3^ = k no es -ima^llnea recca, sino 

■ . " "una curva con . dos ranfes. La gr^f ica no pasa por el 

orlgen y no hay ningun punto de la grdfica j^ara esj. 
eual • "x =i 0 6 y = 0. 
. Los siguientes ejerclcios revisan loa dif erentes tipos \de 
var.iacl<5n que se han tratado en este capitulo. 



1. 



2. 



5. 
4. 



Si 
es 
Si 

Si 
16 
La^ 



y 

2, 

y 
y 



Ejerc^clos 9-11 
varla dlrectamente con x, y si y. es 



es 



i6 



cuandoi x 



c\jando Lx 



3r si y 



halljsi y cuando x es 5." 
varla Inversamente con x, ' 
hall>a y cuando x e^ 5* 
varla dlrectamente con el cuadrado de * 
ciiando x es ' 2, halla^ y cuando x es 5. 
|bc*eas limltadas .por dos pollgorios semejantes son propoi 
cionales a los ,cuadrados de dos dlagonales correspondientej 
cxaalesquiera* Los pOllgonos de la slguiente paglna son^seme- 
^Jantes y el punto , C efetd a 2 c^ntlmetros del punto A; el 



punto 6. .'esta a 3^Gentlmetros -del pynto E. Detennina* la'» , 
i?gLZQi5L^*cl^ las. medldas de las x^glones limitadas poi«> los poli- • 
gonos. . ; . • ' • * . . * ' . » 




« 




, iSk dlBtancia, d pul^adas, de i'esorte 'que se a?.ai^a v€p?dCa: 
■ directarpente con la . tPacGldn, >- llb>as, .que se apldPpa alVe- 
sorte.." . ■ ■ ■ ■ *l 

(a) SI una "ftcadcl^n de 10 lb. produce en clertb resoi^te un 
alargamlento de 5 Plg* * ique traccion se necesltara para 

' producir un alargamlento de i-'^ pig. ? 

(b) . Para el resorte de (a), Iqu^ alargamlento produclra C< 

juna traocidn de 14 lb.? ' . ' 

La presidn., jp libraa por pulgada^cuadrada, ejerclda por 
cierta cajntidad de gas hidrogeno varla Inversamente con el - . 
yoluraen^ v pulgadas' ctiblcas, del" reclplente que lo contiene.* 
Sl la preslon es ^7 llbras por pulgada^l^juadrada cujindo" el 
^gas ed^ta en un depdslto de un- gal<5n, ^cual serla la presldn " 
Bi el gas-estuvlera enceri»ado en un deposit© de media pln-fca** 
Muestra que en .'^x + y ~ k, y" no Vai^la Inversamente . con ix. • 
Si A ves 24 en A - ^w, ique clase de varl-a^£c5n ocurre 
entre £ j^t v'? \. * 

i,Qu^ clase de varlacion se repyeseata por C « Td? ^Cual es 
la constante de' proporcldnalldad? 

Supon que V = ttt h, y supdn que " el tnumero r se raultlRlica 
por 5 mientras » h 'no varla. ^Que pasa con V? ^Cual es 
la constante en este caso? . . 

Haz una tabla que^muestre la rel%cl6n entre la medlda- h de 
la.longltud de la §.ltura y la medlda .b de la\ longltud de la 
base de un trlangulo eq^ilatero^ Da tu resultado correcto 
con una clfra decimal, * * . 
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^1 

.8- 


* 

*;10 ' 















eqiailat^ros ctiyas bases t^ngaaa 2 unldad^a, 4 ^tanldajJes,' etc; ^ v t 

dfe longitude*. T^is reaultadoa seran mas exactos al los tri^tngv- 

XoB no son-rs^y pequeiioB. Constriiye tina ^grafica que nruesti^e la : : 

V ^ ??elaci6n ent3[^ ' b 2. h. ^^Qu^ f^gura^ geom^trici sltep3^ forma ^ 
, v^^l^ grdtiqa? _ ^ . ^ ^ \. ^ ^ 

12./' Ba tuna formula que e:3qE)i^Be en t^xmlnos de en el pro-- \^ 

.i;5v V'^oiisti^ye!^^ que mu6st^»e ;la relacldn ent3^»6 la ^ledldlL^^ 

de la longituS de la base y la^ medlda ' A :del area de,m trl-\ 
angulo equilatero* * Usa los valorea de ^ b que has emp^leado en 
tu tabla para er problemsil 1* Mbuja una graflca que muestre 
la relacion entrie'. b ^ Pa una^foimila p^ca en t^rmi- 
/ nos de b* * • ^ . 



!• If 
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Capltulo 1Q 

^^m^iOA^ posicaioN 



;%.i. Ai ^4:T^ a' e a -e udloa d e ■ v :eom&ta'la'ge han referlilQ, 



4 



• gunos' 3<5li^^^^ <>llin<3ros; Sin embargo, el lamao?:'^ 

i 1W« HQS ro^d^^ tridimensional. Tu escviiiorip y . , 

r| ^Sylia ^ Loa edyi«?io8 nos presen^ : 

i : < : teL\ e4e11qpX0s.de,. 133^^ superficies y sdlidos; en; el ea- 

; p^^ 5, A^enatmiea;^* ^Para• descri^^^ un avldn, o 

: i3e W de m^prciyectll de art^Wia, ae -requiere ^cpno- ^ 

V • J.^%na' Biir«>le^a^^^ <Je oamttios de tin automdvil •es un e jempio de 

- > ^^n'objeto tridiBensional^c^^ que auA no podemoa- describir 

■ ' % aat^lites!^ s^vi^S ^a J«*^^propuls|da5 la tierra con sua montafla3> 
-cit^ej^s y Gj^c^es • Hcwlos ellos-si^^^ aofea^ -una; forma maa 0, ^ 

r-S*.i. mi^s •*'eal^ supercaJpreteraaj . nueatra 

propia' Cis^k;, Wuela, *igles3,a y muiaor to^o esto nos sugiere 

v4*^l3^^ de:me^r?ia*^^eora^tric>i, de foiroas y aaiabs. que el .ge^- . . 

^Bietra pretende descr£blij. . * • ^ 

- : , • y en- los Capltuloa 11 :y 12,/ comenzamoa; un . 

r ^ estumo de mayorea^alccmiiefe de»j^-S5pometrlia / la 

' > ..geom^Urla d.el e^acio en que viyijibs. Naturalmente,, no podempa; ;^ 
j^/deaarrollar Im^^ m^tpdoa aatisfactorlos para descpiblr 

todas las Qosaa "que. uaamos/ vemoa 0 leemos. J^reiwaeras m^todos 
. -I)^a imkginar propieda^ geometricas en*el eapaclo, fen termlnos . 
de componentes aimplea y-'de aus^.analoglas con 1^^ almples 

- * del piano. 'Apren<leraa a reiacionar propiedadea eapaciales^con laa 

"■""~~^e~ia^s~e8eM^^^^ Apr^n 

■ ■ - .deras inve&tigar y a .deacubrir algunaS ,<le* eaaa propiedadea ppr /• 
^ "" taTraiamp: Ameplida W es^^^^^ te forraarda una- mejlor. Idea de « * 

<5& fHmclonan las mat^ descoraponiendO f iguraa gepin^tricaa 

C • conqpllcadas en coj^ponehtea m^^^airapiea que se eatudian facllmente. 



Esta majaera ae eatudiar geome.trla .es imuy valloaa en muchos aSj^ec-. 
_-^s tanto pa3?a*©l f^altujpo inatamatlq<i.;jo la^^ealejpo ftorap .t8mX>ien -para 
•. ,ama de 'casa,*el honibre de ne^goolos o el carplntei*p, : . - ■ 



10^2/ Tetyaedroa . ' \ " " 

Una figiira geom^trlca'de clerto tlpo se llama' tetraedro. Un. 
tetraedro tlene , cuatro vertices que>son pvixitos en el espacio. Lois 
difeujos slgulentea .representan tetraedrog. "Tet$»a" ©Fl^a palabra 
grlega qqe aigriifica cuatro., * , , ■ • .\ 



} 




A 




r 



, ^ Los puntos A,- B, C y D son los vertices del tetya^d^ssi^e 
la Izqulerda. iJbs puntos Q, R • y S , son los y^rtlces del da 

^ la derecha. I»os cuatro v^3;'tlces de un tetpaedro no estsai en un 
mlsmo p^ano, La palabra "teti^aedro" se ref ±ere tanto a 1^ super- 
ficle de la figura .como" al ciierpo "s61ido",^ es ^eoXr, a la flgura 

, J,ncluye»dp su interior. •3Desde rauchos puntos" de vista, la dis- 
tlncl^n no tiene importancla. Habitualmente usamos el termino 
"te>traedr6 ;s61ido" cuando quereraos referlmos a la superflcle 

■ juntiamente con .su interior. Podemos .designar un* tetraedro enu- 
merando sus vertices. Hatoltualmente ponemos par^ntesis encerrando 

: las letras, tal como en (iffiCD) o (PQRS) para designar tetrae- " 
dros s61idos. ^ Los vertices pueden ehumerarse en •cualquier orden. , 

del tetraedro (ABCD). Alguhas vecea usainC)B . (AB) o (BA) para 
referimos a la ai^ata ,11. , iCuales aon las aristas del tetrae- . 
.: aro :(PQRS)? ■ " ' 

• ■ ■ ^es vertices cualesquiera de. un tetraedro son, los vertices 
-de \in trl^ulo y estan en un piano.. % triangulo tiene un 



Inte^fior eii.el piano eir el qye eatan sua vertices (y en el puai>^ - 
esta ^1 mlBmo); Usemas (ABCl i^ara aef4^ el trl^^ . 
tot^ente^on ^TiJ.nteido^^^ Co n btras fialabrq,^ , - fABcV ' ea i» 
retinidnTde AtiBC yl^Tu interior.^. 1^^ conjuiitos " (*ABCj/ (a^^D) « 
liACD) X i3CJ)) se llamanaas ca3?as del tetraedro CabcI)). ' i'Cuaes 
son las carae del tetoaedro j[P@lS)? / ^ 

. ' Ahora introducimos algianas wedidas, y asl* lo haremos o^asip- ^ 
nalmente, per la:convenlencla de uniformar modelos y-debldo a la 
gran facllidad de vls^alizar los adUdOB. " Eate capltui; traia " • 
fundamentalmente de la geometrfa no m^trlca o gebmetrla "aln- 
tnedldaa", Uainada geometrla de poalcldn. En los ejencilcloa se te 
;Pedlr4 haoer algunos modeloa de tetpaedros. El tlpo de tetraedro 
0el cual ae conatruye m^s fdcnmen^e^^^ se llamaSet^^aedro ^ ^ 

regular ^aua arlstas son todaa de la mi^a longitude En una Hoja • 
de ca^^tdn o c^tul'lna, conatruye un triangulo equil^tero de 6 pul- 
g^aa-de lado.. ^uedes-^feaoer eeto-reon una J-egir^n comp^ o con'^ 
una refela y un transpox»tad03P. ' \ > 

I 





I- 



iTe d^ cuenta cdmo el dlbujo d^ la dzquierda a«glere la cona- 
tPuccidn co^.la rogia y el comp4s? El arco que -pas a por Q y R 
tiene ^or aenti^' p. ei otro^arcb que pasa por R tiene el mlsiBO 
radio, pero su centrd estd en Q, Los segraent^s PQ, 1^ y 
tlenen la mlsma longritud y son congruentes.. V 
; : Aho>a marca loa tfea puntoe que estdn a iiltad de camlno entre 

loa parea de v^rtlcea. Recorta la regidn triangular" gremde. E^eb- 
..^^..^^^^^os^ente^^^^^^^ lo-,Xa^o Se los segirtento-s-— 

que unen esos puntps. medios. Puedes .emplear una regla para ayu- 
^arte a hacer esoa dpl^loo.eR/ T.V region trlongiaiar original apa ^ efte ' 
'ahpi-a descoinpuesta en euatro reglpnea trlanguloa pequ^Kds. • Junta 
loa t3ses vtoicea origlnales abb r^ el. centra del trlangulo medloV 
Sujeta los bordes ll'brea con clnta en'^mada.. Esto se facilita al " 



, 

^^^)ii^^-s«*^.^v^»\^ -♦.-»ksi «>*s*»»<»i ' ^ ^ • . ' * ' . ' 
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agregas aletas como se Indica eri'la tercera figui'a. Ahora tlenes 
un vmodelo de , tie tyaedro regular, • ^ * ^ 

_^dmo construlmos un todelo de un tetraedro que no . ea -regu^ 



lar? *Recorta una region tffShgul^ de un trozo de caxtdn p car- 
tulink Usato-cofflo b ao»:a p axa tu mQd elo^iiD!m-^3Miga^a_£o^^^ 
tlnuacldn. IJ^ca sua vertices con A/B y C. Recorta o^ro 



tri^glilo con uno de bus lados de la misBia long! tud .que AB. 
Pega un triangulo con el .otro a lo largo de los lados de 
lt>ngltud, usando cinta ei^omadaj por ejemplo, usa la arista (ABJ. 
Dos de los vertices del segundo trl^gulo ya est&i marcados con 
A y con B. Marca su tercer v^rtlce oon Recorta ter- 

cera regldn triangular con un lado de Igual longitud que 10? y 
'otro lado de igual« iongitud que ' IC". SI el angulo entre estos ^ 
dos lados es demaslado grande o demaslado pequetto, el -laodelo es - 
mas d^flcn de amar, Atora pega Ips lados. del tercer triangulo 



irVS y W con cinta engomada, armando una figur^ en el espaclo. 
El modelo^que.has construido hasta ahora se parecerd a un vaso de 
papel en foma de pirdmlde si pones el v^rtice ^ haci^ abajo, 
como se Indica en.el dibujo. Finalmehte,. recorta una region 
triangular que le sirva 'de tapa y fljala con cinta engomada. 
Ahora tlenes un modelo de tetraedro. ^ ^ ^' 



(2) 





ptgodo 




E^^erciclOs lO-2 



,1 Haz dos mod^los .de tetraedros regulares en cartoj? o cartulirik. 
Construye ar^bos model os de tnanera que cada una de sus arist^ 
• mida- 5 ptJlgadas., 
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V\.-r4A v-^- ^ . . - - ■ ^ — ^^^^ ^^^^ > ' ^ ^ . ^ ■ . ■ ; ^ — ^ ^. , -^^A.. ^v- 

* * . ^ . . * . ' . \ ^ * * * ~ * - - ^ : > / . - " *^ • ■ 

• ■ . 2., Conatiniyt? vxi moaelo de' un tetrAedro que no gea regular, ^ 
V^^^^^^^ foi^iar Xsi tercera^Qjai^a de un tetraedro rib regular, ^qu-^ i J 

wT> ; • <jif icultades ■ ehcontifarlas si hlcieras ei angulo DAC' deinasiado - . 
« grand© o demasiado pequeElo? « 



10-3. ' Sjumplloes * , r ' . 

El conjunto de puntos" mas simple que puedes imaginar es el qae . 
• oonsis^e en \jn solo punjbci; El inmediato mas simple es, ciertamente, 
el con junto que consiste en dos putitos. Dos pimtos diferent^s en 
el espaclo estan exactaraente sobre una r^cta, y Si>n los ej^tremos de 
: exactamente un«sepiento. (que 6s un subcon junto ,de la recta). Un 
segment© ; tiene longitud. pero^no tiene anchb o espesbr, de manera 
que no tlene area. Decimos qfue un segmento o una recta son uni- 
dimensionales. C^alquie^a de lo-s dos puede ser considera'do como eJ 
'ob jetb unidimensional mas simple del espacio". fen este capitulo 
consideraremoB el segmento, no la^ recta. 
■ »E1 eonjunto de i^untos mas sitn^e que le sigue consiste en tres • 
juntos. Si los ti*es puntos .estan sobre una mlsi|a recta, obteneinos. ^ 
•» solamente~par,te 0e la recta. Este es el mismo Obj^to que obtuvimos 
antes con dog puntos." Por cohsi|Euiente, convengamps en que nueatros 
tres puntos no estdn sobre la mlsraa recta., Entonces, hsay exacta- 
.."mente un piano que^contiene los tre"S puntos y hay exactamente«un 
trianguro con esos tres puntos como vertices.' Tambi^n hay una 
. regibn'^triangular que, Juntaraente con el triangulo que la l±mitai 
' tiene los tE|^l|\intos como vertices, S^ste obje^o matematico, el 
trldngulo, jSromfente con su interior, es" el que vamos a considerar 
ahora, Tiene un area y es b'idimensibnal. Puede ser consideradp 
comb la f igura bidimensional mas simple del. espaclo. 



. aigulente conjunto de puntos mis s4Jnple del espacio ©erla 
poniJuijto Qe cuatj*^' punters. SI lo.s cuatoo puntos est^ tpdos 
len. "un piano, entonees la figura dfeterminada por elios tamblen 
esta en el piano. Requerimos qu^ los cuatro puntos no est^n . 
todos en .Un piano. > Este requeriipilento tambl6n noa garantlza qu<e 
fres^uaTeWu^^^ ettlrrs-'Tm-ptt&d'eft-^^a^p--^^ una recta. SI.' 

tres" de ellos estuvieran* soTcfre \ina*3?ecta, entonees habrla un 
piano que ooiitendp£a a esa rectai y el -cuarto ptinto, y los cuatro 
puntos estarian en.un mlsrao pl^ano* Tenemos, pues, ouatro puntos 
€n et espaclo que no est^ sobre un mismo plano,^ Esto suglere 
un ,tet|*aedro, Los cuatro puntos del espaclo son los v^tiees <^e 
exaetaraente un tetraedro s611do» XSn tetraedro solldo . tiene i>"o^u- 
taen, yes^ tridimensional. Sb le puede Gonslderdr como el objeto 
tridimensional mas sli^ple del espaclo* \ 



I. 



de 



Ahbra tenemos cuatro corijuntos^ cada urio de lbs cuales 'p\ 
conslderarse como el mas simple de su 'especlQ, \ Entre ellos hi 
notables analoglas J ppr eso deben tener nombres ""semeJanteB que 
nos recuerden sus prcpledades bdslcas* A cadauno^de ellos ij 
llamajremos un simplex. Utllizaremos ademas un pref 1 jo para liidi - 
car su dimension. Entonees, uri con Junto que Gopsiste en un solo 
punto se ll^unara un 0 ^simplex; Tin segments de recta se llamai?^ 
un 1 -simplex. Un triangulo, juntamente con su interior, se 11a- 
iftard un 2 -simplex. Un tetraedro^ solldo (que lAcluye su Interior) 
se ,llamara un 3* -Blmplex . ^ 

: i^ ^ .... 

Hagamos una tabla para ayudaraos a ordenar estas ideas. 



Nuinero de puntos 


Objeto mas simple 
determinado 


Npmbre 


" 1 ■ , . 


pun to 


0 -simplex 


2 


segmento ^ 


1 -simplex 




— -triimguio i^on su 
Interior ,^ 


2-slfl^lex 


4 


^ t'etraedro solldo 


3 ^simplex ^ 



ilBcy otra manera de Imaginar las <3imWslones43e, estos oon- ^ 
Juntos, haclendo use de la relaclbn de "estar entre''% apllcada • , 
& una teraa de puntos. ^ * . - . . 



Comencemos con doa puntos. Gonsidera estos <3os buntos y todos 



loSvPiantos ,que estiii entre- ellos. El conju^to asl fo^inadp^es un , . 
segmento. Ahbra toma el segmento juntamente eon todoq. los puntos" 
que estan entre* dos puntos oualesqulera del ^segmento, ; Obtenemos 
exactaTtietitft..el-TnloTno:.,a&gmentQ. No apa ye' s^n pwtQ9 nuejypg "'^XfRJ^gndo. 
puntos entre" nuevamenlse. El procei^lmlento de, "eleglri puntos eiiitre" 

se ha -usado una -vez y hemos obtenl^o un <Sbn junto de una dimension, 

, ■ " " ■ • ' •• . • ' ■* 

un 1 -simplex. . * . - 

■ • - .•• • •■ •■ '. ■ .» ^ '■. - ^ ' •' 

* • ; * ' Ejerclolos de clase 10-3 

Marca tres punt^a A, B y^ G < . * . • • i 



-1 



1. 



no"collne|ales, y que esten 
mas. o menos a la^ misma dls- 
tancia uno de o.tro, como se 
indl.ca en la flgura a la 
derecha, 

(a) Traza'los segmentos de f 
reota (sue oon %enzBXx : 



B 



(c) 



todos los puntos entr6 
A X entre^^ B y C, ; \ ^ 

Vepresenta ^la flgura? 
Sombrea o color^a todos 
los puntos que estan 
entre dos puntos cuciles- 
qulera ded conjunto de- 
^.terminado e!n {bl)* iOw^ > 
representa la flgura? * , 
SI el proc^edln^iento .em- 
pleado en (b) se apllca 
nuevamente, ^encontraras nuevos puntos? 





Cuantas veces 



2.. 



lias usado estjB pro ced:t^ flgura que has- oWenldo 

representa un conjunto bldlm^slonal, un 2 -simplex. * 
Imaglna cuatW fhantos A, B, C y que no ^esten s'obre un 
mlsmo piano* Para este problema es mejor que uses tu mo.delo 
de tetraedro no regular en vez de dibu j&r*una flgura. 
(a) fiiombrea o colorea (o traza un segmento) que Incluya* todos 



- vSSginento) que contlene todo's los puntos entre.. B y 
' ^ ajttre A y y as! B\^ceBlvaraente^ hasta^ cj&e acabes 
pbr Incluir eii tu dibujo. todos los pun^s ent3?e dos; vePr 
- r-*dteeB--o\ial ^Describe el cbnjmli^o de pttntos qvie 

\ has dlbi^jadp** ^ ' ^ 



(b) i§ombrea o colorea todoa los pi ^toa que estan entra dos 
puntos dtialesquiepa del con^wnto determlhado en (a), 
, * . Dee^ribe el ooii junto de puntoa que* has spmbreadb o " 
eoloreado. " t 

* (c) J^aglna la reunldn del con junto' d^ puntos que has som- 

. . breado o coloreado. y todos los punbos que est^ .^nti^e 
' dos' cualesqulei*^ de los puntos sorabi^^ados o coloreados* : 
, Desc3?jube este nuevo' con junto de puntos como t*0unlc5n *de ; 

dos con juntos. * < * J ; ^ 

^) SI el procedimiento se replte nuevaonente, ^obtendtr^s 
nuevoB puritqs? >£Gu^tas vepes has usado ei^te procedi- 
miento? ' El con junto ;de puntos obtenldo en (c) es un 

* ^ . cohjunto tridimensional, un J-s^lmplex. * 
5» Conslderemds exactamente un punto^ . ^ 

Oa) Si comlenzas con exabtatnente un .punto^y apllcas el pro- 
: • cedlmi^nto^n^pleado en los probleraas 1 y 2^ iqu^ con-- 

. junto, obtendr^s^ ^ . 
* (b) iCu^tas veces neoesitarlas *aplicar el procedimiento de 
/elegir todos los puntos que estan entre dos puntos" ?^ ' 
El con junto de puntos obtenldo es un conjuntp cero di- 
mensional, un 0-sln^lex. ^ 



' ^ ^Plnalmente cpnslderemos^de nuevo un 3 -simplex* Mlra uno 
de tMS mo defies de tetraedros* ^Tlene cuatro caras, y tfada cara 

1-slmplexj tlene cuatro vertices y cada v^rtice es un 0-slmplex. 

' EJerclcloa 10-3 

1. - "(a) ;.CudntoB' -1 -ajlmplloes tiene oomo arls tas m .S^^slrr^:^ 

.:(b) iCuantos 0-slmpllces tiepe como v^rtic^es? ^ 

2. • ^Gudntps . 0-sfmpllces tlene ocpio vertices un l,-slmplex? 



4, 



5. 



J3!lbuja una figura.pai^a mostrar cdmo doa l-fiimp^^^ 
tesner una Interseocidn qve ea exactamente un extremp. cle cada 
uno de ellojB. • . .j- 

Dlbu^i^ una flgura para moatrar c6mo dos* 2-slinpllcea pueden • 
1;ene^ una interaecoldn que ea exactaraente un v^rtice de cada 

Blbuja una f igujfa para moatrar cdmo doe E-almplices puaden ' 
^ tener una Interseccldn que es exactamenlje un 1 -simplex de 
cada uno de ellos. * . • ' . \^ 

6. -dlsand^ mpdelos, mueatra cdmo dos J-slrapllcea pueden tener una 
Inter8eecl6n que ea exa'ctamenlje un Vi^rtice de cada uno. de ellos. 
Uaan'do rabdeloa, muestra cdmo* dos ^-slmpliorea pueden tener una 
Intera'ecctcSn que ea exactawente una eoi'lBta de oada unp de elloa. 
Usando inodelds, ibue^ra c6mo dos ^-Birapli-ces pueden- teher una 
lnteraeccl6n que es exact amente un^. E-almplex (?e eada uno de« 
ell03» ^ . . . . ^ 



7. 



8 



« 



10-4. Modeloa de cuboa , ' *• ,* . • , 

EfObablemente aabea xjue" a4 qu3^rea qt«istrulr Vna ceflja de laB 
maa pomunea, neoealtaa^para ello seia caraa .rectangularea. I^aa * 
earas tlenen que ' coincldir y corabinarae <5orrectaniente entre al*^ 
Hay una manera baatante facll de conatrulr el tnodelo de.un cubo. , 











! ■ ' 1 

1 1 


1 
\ 
1 

- ,. 


1 . 




* 





dbuja sels cuadrados Iguales en cartdno cartullna, oomo ae 
Ihdlca en la flgura anterior. Recorta el borde de tu flgura y 



ddbl^ljs. a Ho a^3?g^ 4e las lineias <3e pantos, TJsa .cjlnta engomada ; 



• * ■ 



r 
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' Eri lasx e^erciclos se te pedira^ constjicnjir varlos ToodeHos de ,' 
•cuboa, , ■• 

iSe puede conslderar ia superflcie de \xn oubo oornonla ijeunidn 
de 2-slropJlc^3 (es declr, , trldngulos con sus .interlopes)? " _ . 
•iPuede consldep^se yn culjo s6lldp .como la i»eunl<5n de 5,«-3liap3^cea 
. (es declr/ de tetraedros s6lidos)'? La respuesta a ambas preguntaa 
es "si". Ejqpllcaremos una manera 'de. tratar esas CTj^estionss** 

Ga<3a cara de uel cubo. puede ser conslderada como la reunion* 
de dos E^simplloes, En la fi'gura al pie de esta pagiha, el di- 
. . bu jo de la Izqulerda muestra un cubo con doa de sustparas sub-- 
. divldidas en dos E-slmpllces cada una. La cara AJDEH, por ejem- 
plo, aparece *corao la reunl6n de ' (ADE) y (aEH)'. La otra cara, 
cuya subdivision Be Indlc]^, es GDEP, ,y aparece corao la reunion ^ . 
de (CDF) y- ' (DPE). Laa.lotras caras .no ban pldo subdlvldldas, 
p^ro .podemos Imaglnarlas fio^ib la reunion de dos E-slmpllcea cada 
.una, Entonces se puede lma.ginaT» la superflcie del cubo cqmo la 
reuni6n- de doce 2-slmpllces. i 



ERIC 




Aadlogamente, ■ ppderaos consider^r el cubo sdlido como la re'uni<5ii 
4e 3-sakpllc8E (t0tra^d3?os ,so^ como si^a: ^Sea R iin puntov ' 

cualftijiei*a del ajtitWior del cubo." ^ Para ciaalqtilep 2 -^simplex "de la 
Bupei?floie, por e^empla (CDP), (PGDF)/ es un * ^-simplex/ En el ^ 
- dllpu jo de la derecha de la figura anterior, \P est^ en el interior 
del Qyxbo. Losv i -slmplicesj (PC)^^ (PD) y (PB)j tambi^n Bstixi 
dentro del cube* Entonoes^ oon dooe 2-siinplices sobre la super- 
'ificle, tendrlamos dooe ^ J-slirgplices cuya 'reunion serla el cubo. El 
cubo sdlido es la reuni6n 6e 3-slinpllces de estav"conveniente" 
manera. 

^ \ EJercicidg . 10-4 

1, CSonstruye dos modelos de cuboa en aartdn o <fartulinia, Hazloa 

de manera que "bada arista tenga "S^pulga^as de longitad, 
H. ISn uno de tus modelos^ sin agregar ningun otro* v^rtice, dibuja 
segmentos que expresen la superfioie de^l cubo aomo una reunidn 
de .2-s;I»^liceB. Marca tpdos los vertices en el modelo con las 
letras A> I), G y H» . Imagina un punto- P en el. 

intel»ior del cubo. Ussundo este pun to- y Jos vertices de los 
2-sin^l4oes sobre la auperficie, haz una lista de los doce . ^ 
3,^slmplices cuya reunidn es el cubo sdlido.* ^ ' - 

3; En el mismo cubo del.problema 2, marca un punto 0n el ceijtro de 
cada cafa. (Cada jjunto deber^ estar sobre uno de los segmentos 
que has dibujado en el problema 2,) Bibu^a segmentos para in- 
dicar la superficie del cubo como reunidn de -2--simplices, 
tisando^como vertices los vertices del cube y esos seis nuevos 
"/puntos que has marcado. ^Mediante la reunion de cuantos 
2-simplices esta expresada ahora la superficie? 
4. Imagina una figura geom^trica construida mediante el^cubo y . 
seis piramides cuadrangulares cuando se hace coincidlr.la base 
. J d^ j?adaipir Este fes un ejemplo de 

poliedro. ^Cuantas caras triangularej^tisne la auperi^^^^® ^® * 
este poliedro? ^Puedes establecer una correspondencia biuni-*^ 
:voca entre este poliedro y la superficie de un cubo subdivldiiJa 
en , 2-^slTnpllces c6mo eh el problema 3 1 haclendo corresponder 



v^rtlce con 



1 0 -i5 . Polledros 



?tlc|(;^ arista '.con Striata y 2->slnyplex con' 



4 



• .....Ha polledro feSL-ift -ppnyii/^r) rift nr\ mimftT^n finlto de slmpIj-Qea. 
' J?uede^conalstir exactamente e^ii un simplex, o qui^s en la reunion 
"de siete slmpllces, o tal vez. de ^7,000,000 de slmpllces. Lo que 
- djBciteos es que un polledro es la reuni<5n .de algun ntimero particular 
. de s3&[i^lices. En la seccidn antei»lor herao^ observado . que " un fubo - 
» sdlldo puede sei; conslderado como la reunldn de doce 5-slmplices, 
•Las sigxllentes flguras representan la reunion de slmpllces . 







La flgura de la Izqulerda regresent^- una reunidn de un • 
1-afmplex y de mxi 2 -simplex que no contle;ie al ^simplex. Por 
consigulente, es. die dlmen^dn mixta. En Ic que slgue/ no*tratare-^ 
mos de los poldedros de dimensldn mixta, 3upond3?einos que un poll-- 
edra ea la reunion de simpllccf^-tle la mlsma ^cliinenslon . Nos refe- 



rlremos a un polledro trldin^L^lbnal como forrrtado por la * reunidn 
de 3-slmpllces, Un polledro bldlmenslonal es la reunion (Je. 
^^slmplleea^ Un' polledro unldlmenslonal es la reunion de ^ 
"^-slmpllces, . Cualquler conjunto finlto de puntos puede ser con- 
slderado como un polledro cero dimensional/ perx> aqul no estudla- 
remos dlchos polledros/ 'No to*do .polledro debe conslstjjqj necesa- 

e jei^plos ser^n de ese tlpo, / * * ^ 

' La flgura de la derecha* representa un polHedro que parece 
ser la reuni<5n de'dos 2-slmpHce5 (regl^oin^s triangulares), pero 
que no* se Intersecan corivejilentemente* Preferlmos ima^lnar un - 
polledro como la. reunldii de slmpllces que se Intersecan conve- 
.nientemente, como en I^Sk^Q flguras de en medio, - La tercera 




Itlgava m^estTB. 60s J^^slmpllces con un 2 -^implex como interse<5Cidn. 
^ 4Qu^ <l^eremos decir exact^amente |t>n slmpliees qiae se Int^rse^^ian 
conyenlentementfe ? Esto 't lane una explleaci<5n facll, 
* SI dos slmplices de la mlsma ' dimension se Intgrseean conve - 
nlefetemente ^ entonces la lntai?seQcl^n debe ser una cara^ ^una arista 
£ un v^rtlce de cada uno de ellos> ^ 

* Conslderemos con mas detalle la reunldn de simpllces qu^e no se. 
Int-ersecapni cbnvenientemente. En la 
figura de la derecha, los E-slmplice^ 
(DEP) jy (HJK) tienen exactamente. el 
punto en comun* No se intersecan ^ 
cony enl en t emen t e . Mlentras que H es 
Tin v^rtic^ de (HJK)^ no JLo.es de 
(BEP), Sin embargo/ el poliedro que 
es la reunion de estos dos 2-simpllces, 
• es tambien la reunl6n de tres 2-slmpllces que si se 4,jptersecan 
convenlehtementej a saber, (DEH)^ (DHP) y (HJlfC). 

- La figura de la Izqulerda 
represent a la^'reunldn de los 
2-slmplices * (ABC) y (PQR). 
Estos no se intersecan convenlente- 
menteii Su inter seo^ildn parece ser 
un cuadrlldtero Juntamente con su . 
. interior. 



En la figura de la derecjia 
Infernos indicado como el mismd 
conjunto de puntos (el'ftiistao 
poliedro) puede ser conSiderado 
cdmo una reunion finita de 
~^'' 2-simpTices que' se Tntersecan 
convenientemente* El poliedro 
*es la reunion de los ocho 
^ 2-slmplices/ (ACZ), (CZY), 

(pzw), (xyz)/iwxz), ^(Bwx), : 

, (XYR) y (YQ3R). ^ \ 





^llstos ej^epiplos sugleren lo siguiente;^ SI polled^ es la 
Ireiani^n <3e slmpllQes que se interBeean (3e cu^lquler aianeray en--, 
tonces el mismo;ciDnJunto/ de puntos (el mlsmo poliecl3?o) tambl4n 
l^-t3!ia\jni<k3i <3e %£mpl-4oe^-^^ Be inte^peeo^B eDa^vei5%e«%^^fte3^%e^»*--E3^ 
cepto en los /e jerclcioa ael f Inal de esta sectiidn^ tr^taretnos 
siempije con reuinlones de 's^airplices q-ue se in terse can convenient e- 
iijente* Conlsideraremos un poliedro como asociado a un con^wito 
particular* de slmplices que se intersecsai convenientemente y cuya 
reunion es' el poliedro^ Gueoido" usamos Ija palabra "poliedro", 
entendemos que en ^1 estsbi los slmplices. - 
/ iEs un 'tiubo s61ido 'un poliedro? - Es cCecir, £,es una reunidn 
/de 5-^s^mplices? Ya hemos visto que lo eg* lEs un prisma scJlldo 
"^in poliedro? ^to eS unef plraraide c-uadrangular s6li4a? La res- 
puesta a todas estas preguntas es si. En efecto^ diialquier objeto 
soiido cuya's caras son pi anas, (es declr, cuyas ; superficies no - 
oontienen" ninguna p&rte curva) es un poliedro tridimension^ , y 
'jSlkede ser expresado como la reunion de 5-siiaplices. » 

* J • Como e'Jempios consideremos una pir^ide "sdlida y/tln prisma * 

* -de base triangular. / , 





-JR 





En'^a^^gura de la izquierda, ia'pir&nide Bolida es .la reu- 
nion de los dos 5-slraplioes (^ABCE) y, (ACDE);. La f Igura del 
centro representa un prisma sdlido co-n base triangular. El prisma 
tiene, tres caras* reetangulares. * Sus bases son'. (PQR)* y -(XYz).. » 
' V^amds *cc5mo ffe puede expresar '•este sdlido oomo tta rdsunidn de ocho 
3'-simpllces.' Usemos.el mismo procedimientd quel emplearaos- para el 
.cubo~B3I^do7 "Tt'BSero""^ la superficie aomo la reunidn de~ 

2-3lmplices, puejj|^las basest son 2-slraplices4 Luego supon§famos 
"que cada cara retstangular es la reunidn de dos *ilg-slmpliGes. En 



Blete/ , ' - - ■ - ■ • 

■ ■ Plnaimeixte^ expr^amos un p3?isma s6lldo de base no tid- 

"angul^ar corao poltedro tridimeneLional, .^es d^cir,' cotoo reunl^a "de- . 
3.-9i3a[^Wce9 con iRi^erseccix^^ un . - ' ^ 

■jxequeKo artlficlo; Expresemos priraeirQ. la: "base como rettnl^n de ; 
2-pjCmp|tleea- con lo ciial queda e3{preaado $1 prlama 3<5lldo corao. una -* ' 
rexml^n de pri*sraas adlldos triangulal^s. Luego jpodemoja expreaar ;f 
.cai^a- prisma ^(Slldo triangular como la re\inidn de. ocbo J-aimplices, 
Podi^oa hacer esto de manera que*tod08 los 'Siinplicea se intersequen ' '1 
convenientemen^eV Para €^dartp.^s[ ^entender este sdlido, im^j^a un" | 
prlsraa oorao si fuera un sdlido* cpn "caras plazas tales que laa doa 
caras llamifc€laa basea son congVu^nt^a y est,aij efi piemos 'i>a^ . . ; 

* Nue'atro cu^^nto^tiene l^a «feiguientfe moraleja: Para reaolver un ^ 
pr^blema dlffcil de pensar, trateimoi^priinero" de deacomponey^d en ' ^ \ ! 
jttuchpa problemaa faclles t|uy6-»i^tpdo de aolucidn conoz.camos.' > . * 

U D^buja do8 2-j5^mpll^>s^ cuya interseccidn sea un pxaiito y tal 

el puntOftSea un v^rtice de cada uno de- ellos. ^ . 

(b) el punto .sea un v^rtice de uno de ellos, "pero no Ip sea 
. . • ,* del ptro» . \ . * ' 

2-, Dibuja tres 2-slinplices que» se. intersequen coilvenientemente y ' 
cwa reu^iitJn aea tambi^n un v2-siinplex,.' (Sugerencia": Comienza * 
Qon un .2 -simplex comp si fuera la- reunion y luego subdivldelo. ) 
5. Se. te pide, dibujar varies poli^dros bidlmensional^s, que sean 

(a) ningun par de^, 2-8lmplices se Interaeque. " 

"'Sli) haya un punto com\^n a todo^noB~2-simplice8, pe^* que - ' ^ ~^ 

, niij^n par tenga ' otro pwito en comun. . • . 

(c^ el poliedro s#a rect^gylp Juntamente con su interior/ 



v.- ^ 'v*^i 



ella^trjBJi- aja^entos Que coj^i- 
vlertaa al |>oll^<3a£?o en la 
ajeuxli.^ cle 2-slmpXices que " 
se lntei»0eQuen ccmy enieiate - 

'lai^imenslonaX., cle 





■ > la;4^eclaa puetle ser expresada 
qomo la reunion de siCtoplices 
> qvie,,,Be Interse^can oonvenlente- 
mente .de muckas manerAB. Di— 
bwja una flgurjt analoga y 

(a) •£xjy?6^^1a' ©OHIO la yeucddn 
• > , V de seia . 2-slnflpllcWi • di'- 

" bujando aepnentos y sin 
empleaj* mas vertices. ' " . 

(b) Agregando un V^rtlce oea^ca deV cenljro (en oti?o*dl"bu;Jo de 
la mlsmaSf iifet^ra) , expresa el polledro como la reunion 6q 

^ , ocho S-slmplices que tengan a- ese piirito ,corao un v^rtlce. 

6. (aV Hak una llsta de ocho • 
. . ..g-slmpllces cuy|i reunl^n^ 
sea la superflcle del* 
\p3?lsma t;c»iang]alar, de la 
dei*eoha. (La flgura ea 
andloga a la que hemos ' 

_ uisado antes.) 

' (b) Tomando ei punto F en 
. \ . -el IxitpTlSr del pMsraa, 
haz una llsta de Ips 
> " ocho 5-simpllces (cada 

unb de ell OS conteniendo 
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, 6.1 pyjito P)^ cuya reunion sea eX'jpplsma 5<5iicto. 
' (c) La WLgura mdestaa quei el prisma triaiagular PQB3Cyz es. lit 
■ 'r©\ml&a de -t3?ea**3**sijmpli que se InterBe^san conv^nlenfee- 



.-.tO»d&> \ Polleciros . pnldjljiieiisionales . - • 

poll^*d:ro, uiiifl33n$aislpnal es la reunion de cierto n^m^ro 

1 -aijD^i ic^s ( segmentoa}, y pi^de ^star dontenldo en.un planq q 
.no estaplo* Mlra al modelp de lin teteaedror la reunldn las 

aiMstas es ijjj ppliedro unldlmenslonal.. Es la pe\jni*d».--dfi^j^^ 

l-tsimpiicesj /y no, esta oontenido en un piano. Podemos Imaglnar, 
.las slgulentes flguras como representafido.poliedros. unldtmenslo- 

nales contenldos en un piano (el. piano del papel), % . . , * 





H 

* * Ha^y dbs tlpos de polle^ros unldimenslonales de parti cialar 
interns. Un carolno pollgonal es un polledro unldlAienslonal en el 
cual los' 1 -slmprices; est^ dlspuestos en opden como plgufe: hay 
\ino que es el primero y otro que es el iSltlmo, Todo otro 1 -simplex 
del camlno pollgonal tlene un vivtlt^e oomun con el l-gJLinplex que 
le -precede^ y un v^rtjl^ce coniun oon^l 1 -simplex que 1© slgue.^ No 
hay-ik^B lntersec clones* : Los vertices (pantos) prlmeyo y ultlt^o dej^ 
camino pollgonal se llaman* sus extremos, o mejor^ v^rtice Inlcial y 
y^^rtlce final, respectlvamente* . . 

\ Nlnguno de los polledros unldimenslonales de ia flgura ante- 

camlnoS pollgonales* La "reunion de (AB),* (BC), (CB), (D6) y (GH) 
ea un camino pollgonal de A a La reunion de (JD)* y (DE) 

es un camino pollgonal de J a *y consists exactamente en dos 
I'-slmpiices. ^, > i ^ * • ^ 




(QR) , y :'*^|^.) oam34ao poll- 

*gojftal de^v £ . a. (con extromos 
? ■ y :S)» ■ El *l«siCmple^ (^>S) . 
ml^o \m oamSsiO |>old,goi3al 4^^ 
^ a S, Conaidepa el polledro 
unidimenslonal qye"||0 la reunidn 
<J# . las ^iatas del tetraedroj^ y 
l^escriToe en 4l^oti»o camlno, poll- 
goiial .de P a S.. (Us a "un mo- ' 
delo si ^ate te^^^ayuda"* a enten^ep 
el problem§i con mayor clari<3ad. ) ^ 
iCuantos de est?os caminos pol'i- 

gonales hay entre P y S? ' » * . » . 

la" r§mil6.n de -dos tjamlnos pollgonales que tienen bus extrejnps 
coraanes se llama un pbllgono simple cerJado (que tamM^n es una 
curva simple cerrada). ^ El poll- ^ *^ 

edro \midlmen6ional 6e la derecha 
no es umpollgono simple cerrado, 
P^'^ contlene exactamente un poll- 
gono simple cerrado, a saber^ la 
reunion de los oamlnos pollgonalj 
;AB.C y ADQ que tlenen aus ex- 
tremos A .y C c^|^nes._^ 

Se puede desci;lblr un pollgono simple cerrado de otra manera, 
di'clendo que es un polledro unldlmenslondl de una pieza, y que 
tiene la propl^dad dQ que cada uno de aus vi^rtlces eata exacta- ' 
mente en dos de sus 1-slmpllces. El po^ono simple cerrado 
ABGD se considera> pues, como. la reunldn de (AB), (BC), (CD) 

JLjMk__.,,,... ^ i 

La reuni<$n. de las arlataj^^^del 

cubo de l8f flgura es un polledro*' 

unl^aimenslonal y eontiene varios 

poligonos slnqplfs cerrados. Ctao 

dQ ellOB es la reunldn de (AB), 
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(EG) y (GiQ. • Otro. es la reunion ;de .(AB)i (fiC), fCDTTtDE), 
(EG) y .(GA). Haz una llsta de los vertices, Indicando^por lo 
, menoB dos poligonos Mn«>les c^Wa'<os-q^^ a (BE) y (GA) 

(Usa un modelo si >o»^V Qntiendes me j^r. ) * . , 

En \os poligonos l simples cerradoa hay una Te 
ailla: el n\5mero,de l-slmplices (arisl^as) es^igual al ntSmeJPO de , 
vertices.* Considera JLa 
de la derecha y aupdn que cmen- 
zamos con algdn v^r^ice. Luego . 
tomaraos una arista que coJCitiene 
'ese v^rfclce. Despu4s tbmamos el" 
ojbro v.ertice contenldo en esa • 
aris-tajf y a .^ontlnuaci6n la otra 
arista .que *contiene ^se segunda* 
v^rtice. Podemos imaginar que 
los vertices y las aristas estah 

,.numera^os comq en la figura. Si, \' . - 

oontinuEonos el procedimienfc<), termlKtaraos con la otra arista que 
♦ contiene nuestro v^rtice ord^ginal. Comenzamos con un v^rtlce y 
terminamos con una arista.despues de haber altertnado vertices y 




• aristas durante tolb el cam34io. 
igual al ni5mero de aristas. • 



Entonces el niimero de vertices es 



, EJercicios 10-6 

1, La figura de la derecha re- 
presenta un poliedro unl- 
diraensional. i Cu an tos . c aminos 
, pollgonales de extreraos A y. 
B contiene? (.CuantoB polf- 
»gonos simples ' cerrados con- 
tiene? ■ . . . ' 

Zi fa)- j€uanto3 poiljgonos sim-- 

pies cerrados contiene 
la reunion de las aristas 
de un 5-sinfplex (tetraedro • 
sdlido)? • , 
(b) Enura^ralos. ' 
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(c) *^ indissa uno Que no est.^^'contenKJd en un pi^no» {S% lo 
,deseas,''wsa un inodelo» ) ^ * • ^ . • • • ■ 

3. *. Sean P . y .Q ¥^rtlcf.es de un • 
\ • cubo dlametralmente . opues tos * . 

ent3?e' al (inferior Iz^juierdo 
* anterior y superior derjecho . ^ 
posterior). Indica tres oa- \ 
*minos poligonales "tie P a Q 
de niEUiera que cada uno, 'd^ 
. eilos .Gontenga todos los v^r- 

tlces del cubo y, est^ en, la- ^ . 
, 4?euni<5n d6 las aristas. ; (Si quipres, usa un-mo<3eloO 

4. - Bibuja un poliedro*unidiraensional' que sea la reunion d© si^te 

1 -sXinpiioes y que no contenga' ningjin c amino poligonal' que 
. cQnslsta en mas de dos de esos simplices, " ^ 

5. Dlbuja un pollgono simple cerrado sobre la superficie de uno 
de t\3^ modelos de oubos, *que interseque a .cada oara y que no 
contenga ninguno de los y^rtieea del" cubo* ' ' , 




\ 10-7. Poliedroa bidimensionales " » . 

^ • Un polledro bldimensional «s una reunidn *de 2-slmplices. 
.Como dijimos antes, convendremos en que los 2'>-«lrapllqes se 
Intersecan convenlentemente* ''Es^decir, si dos g-slinpllces 
Intersecfiuni; eKitonces la intersecclon e& o bien una arista comxSn, 
o vn.vertlce comun* Hay muchos Rplledros bidimensionales; al- 
guiios de elloa estan en un piano ^ pero muchos de ellos no lo^ 
estan* La superficie de un tetraedro, por ejemplo, no esta en 
un piano* Conslderemos primero algunos ^olledros bidimensionales 
en un piano* Cuando dibujeuos . J-slraplices en un piano sombrea- 
remos sus int^riore^s* / ^ 

en un pTano tlene una fronte%a en 
^se pXanb* La frontera misma es * 
un polie,dro unldlmensionall La* 
frontera puede ser un pollgono ^ ^ 





siiiqple c©3*rado com %■& figara de 1& pagina^ anteribr. Eo la. ngura 
•(Je If derecha hembs Ind^tiadp/un 
poliedro ^omo 1^ 3?etmi<5n d^ 6cho 
2-sla^).lces, (ABC) 68 ^ino de » 
"elios. Xa Uront^pa .es l^ peunlon 
de 4o:s-^poHgonos simples ^errados, 
los cuadrados Interior y exterior. . . 
'' Estos dos poligonos no se inter- 
secan* 

^: La flgura de 1^ lerecha, aWjo, r^preaerita.'un polledrb 
t)4dimensional como reuinldn de . , ^ 

sels 2-3ttmpiices. Xia frontera ; 

de este polledro en el piano ea ZS^^^^ t 

la reunii^n'^de dos pollgonos ' 
. singles cerradps que tlenen coimln 
" exactamente un v^l»tlce^ de cada ufto 

de ellos, el puiito P. 




t gup6n que un polledro feidimensiOhal en*el piano tiene una 
frontera que es un pbligono simpae cerrado (y nada jaas). Entonces, 
el niSmero de 1 -slmplices (aristas) de laffrontfra es Igual al 
mSmerO de O-.slmpllces (vertices) de la misma frontera. Ya has 
visto eD*"la seccSjon anterior^ por qu^ esto es cie3?to. , 

Hay muohos poll-edros bldimensionales que no estan en un piano. 
La superflcie de uin tetraedr<||ps un iDuen ejemplo. I.a superflcie de 
un cubb es otro ejemplo. Hemos- vlsto que la superficle de un cubo 
puede. ser oonslderada como la r^nibn de 2-simpliceB. Tenemos^ 
aqul algunos poliedros bldimensionales que son a su vez superficies 
o- fronteras de polledi?os tri-dimensiortales. Consideremos estas dos 



ipuperf Icies : 



la del tetraedro V la del cubo. 

. ■ - \ • . 



V 



Mira estos d4b\ijpa, o si prefieres, toraa algunoa motoos 
(,o.jfflmbbs). , Contemos el rw&iero de vertices, ©1 ^iSraerp' de aristas 
y el iwJraei^o de G^aa« La o^uperficle de cubo puede ser ccm- 
slderada poa:^ io jnenos de dos maneraa cUferentes. • Jpodemps-pensar 
qwe sus c^as son reglones . cuadrada^s'^ ( como eo la flguj^a del " ' 
Gen,ti»o"), 0 ppdemos supbrter que cada cara cuadrada ha si do sub- 
dlvidlda en doB aralmpllces (como en la lgut»a la de^eha).^; 
tJsaJ?^mos la leti?a C para Indicar el/ni3mero de^ oaraSj A para 
el^niJmero de aristas y V/ para el niamerp d^ vertices* Si est^s 
utillzaJidd modelos para con tar y no te daa cuepta* de una regla 
que te ayude a contar, es' preferlble que waj^ues lo© eleraehtos 
del,|iubo seguB^lo^ vayas contando, 
/ Go^^P^TB^oB una tabla con ijuestros resultados^ 




A , V 



Superfloie del 
tetraedro 



V Superficie del cubo ' 

(carae cuadradas) ? ? , 8 

Superl'lcle del ouho . . " - \ > 

(carsj^ cuaciradas divi*- ^ \ 12 ? ? 

did as en dos S-siirrplifeB) * . ^ 

No es fdcil darse cuenta de la relaciqn que. hay entre estos 
niSmerda con tan pocos ejemplos. Estaraos tratando de enconta^ar 

orta-irelacldiT" qrie sea " otertra'Tno "soiamente^par 

liicllmenslonales,, slno tambl^n para todos sus analogos. .Trata 
de desqubrlr una relaqldn que sea verdadera ®i cada uno de los 

casos" anterloi^s. . .> 

■ . • • • • . ■ , " 
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•_;«* •■ .' Ejerciclos 10-7 \ . :. , 

' . ' 1. Paz una tabla como la an-terlor/ Inijicando C, V *y A j para 
> ios p^llearos .biaimenslonaies mencionado^^^ j a 

. 2. (a) . Dibuj.a un poliearo biaimensilonalr en el piano de itjanei'a 

• Que -sea. l?i reunldn de dlez S-slmplices y que su jfrontera 

• ' ^ sea un pollgpno simple cerrado. 

. frontera sea la teujriidn de^^tres pollgonos 
„, que tengan exactamente" un pihpp cpm^xi, ^ \ 
(c) Dibuja otro p^ledrp.ae manera que su f3?ontera ^ea la 
■ ^euni<5n de dos pfllgpnos simples cerrados que no, se inter- 

seqtueh. 

• 1 5, Dib| ja en ei f>lano un polledro bidimensiojial tal que. el nume'ro 
de "mrlstas de su frontera sea 



0 ♦ 



(a) igual al niSmero de v^rtiqes. ' , 

(b) el.numero . de vertices mas ,uno. " ■ 

(c) .el niSmero de vertices' mas dbs. 

h: Dibuja un poliedro ^idlmenslonal que sea la reuni6n de ^tres 
2-slmplices, de mai|era que .cada par de ellos tenga una arista 
Gom\5n. iCrees que existe en el piano un poliedro que sea la. 
reunion de cuatrc/ 2-slraplices tal^s itjue cada par tenga sola- 
mente una arista comiSn? iExiste alguno en el- espacio? , . 
.5.- Marca seis puntfos en uno de tus modelos de cubos, de raiwiera 
que cada punt6 est6 en el centre de una de l-a§ cai^as. Consi- 
dera cada c a/a corao subdi|idida en cuatro 2-Blmplices, cada' 
uno de losv ftuales tlene el pun to central como v^rtlce. .Cuenta 
C (el numero de ~ 2-slmplices); A (el numero de l-slmplices) / 
y V (el/numero de 0-slmplices) para esta subd4.vlsi6n de la / 
superficie totals* Conserya los resultados para usarlos mas / 
adelante. . • . " , " , 

6. Repite ellpi»obleraa 5 sin usar ningtan modelo ni contar directar 
mfnte. .Imagina cuantos ^rementos debe haber. For ejen^lo, 
debe haber 14 vertices, '8 original es y 6 agregados. 
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*7.. Ijqpreaa el polledro 4^ la" 
^ <ie3?echa como. una jpe\^|iidn de 
.,2-almplle«.<,«» setter,, 
c ~ secan" convemientemente (en 
■ arlBtas <j^y43?tlces mutmos ) . 



\ 




/ 



*8. Establece cuales <3e ios s^Lgulentes eniwiciados son verdaderos 
o falsos* Si^.el enunciado no es verdadero, cora?fgelo* ^ 
/{a) Todo O-slmpiex (qua^^o sea ex1?.remo) coiiteriido €t» 

; * 1 -simplex dado, detemina doB^^ 1 «s£mpllces dlstintos ' 
cuya reunldn es 4l 1 -simplex origli^^^, y cuya inter 
seccidn es el . 0-slmplex dado. ^ , 

(b) ^Todo * 1 -simplex (que^o sea^ f3?ontera) ^ 6ontenldo en un 

Eralmplex dado, de^e:raina dos 2-sliiqplices dlstintos 
Cuya T*eunidh es el^ ^--simplex original ; y cuya inter- 
I* seccidn es el 1 -simplex dado. ^ ^ 

(c) Tpdo -2 ^simplex (que no sea frontera) oontenldo en uh 
3-slmplex dado, deteirolna dos J^slmplices dlst^nt^s' \ 
cuya reunidn es el 3-slmplex original, y Intei?-- 

. Seccidn es el 2 -simplex dado. * t 



,10-6« Polledros tridimensionales ' 

, Un \5--slmplex es un poliedro tridimensional. Un cubo sdlido 
es otro Hy^liedrQ tridimensional. Poliedro tridimensional toda 
reutxidn de J^slmpllces^ en la cual los slmplices del poliedro se 



itatersecan^ comenienlrementB.^^^^-^^^^ deciir,c i5i tJos 3-Hlniplices -se 
intersecanl la Interseccldn es una cara bidimenslonal (2 -simplex) 
de cada^unol de ellos, o una arista (1 -simplex) de cada uno de 
ellos, 'o «un\v^a:^ice (p-sllfliplex) ;de pada uno de ellos. . 

Todo po^^iedro tridimensional tlene una sxaperfieie (o frontera) 



X |ddtm^nslonal, iformadsf por las " 





que tdLeQeri exabtamente iin pun to 

. " ■ Las cl^jaseg aas simples de . " * ; ^. . , - • • 

sup«rf Iclee . de los 'joolledros trldimenslonalLeB se liaman superfUcleg' 
: 8lm |)le8. La superficle de un cwbo y la : superf^cio de un 3-a:&Bpl^ 

■ •^on\^ y .liay Wcbas JB^s. Sera superfici^ * * 

'sltople. fcoda superflcie' de un poliedpo . trld*dUnenalonaX. ol>tenldo de la* 
• v jsiguiente laanersLi Comienza •<ipn UQ^tetraedro sdlido y J-ilntalo con"* s 
. otro de-manepa. que t^gan por Interseccldn una cara del \tetraedro 
' " que estds 'agre^ando. 'Puedes seguir agregando tetraedips\s6lldps de" 
• todas las maneras y de t6dos los tamafios, ^iempre cadW=iXQip de . 
loB tetraedrps agregados tenga con el polledJ'o -que'-^a has fo;^^ 

■ .una Intej33^cci6n que sea la reunion de ^una, dos o tres -caras* deji 

" " " •3-alraplex que estas agregan<ao. La superflijie de todo -poliedro~ >^ ' 
, ^orraado.de esta manera sera simple, * 

• La figura anterior no representa una superflcle simple. ^Por 

qu^? V ... * . 

Tarea d4 clase > Toma cinco modelos de te-traedros regularee 
cuyas arlstas* mldan 3\pul^adas, Pon una marca en cg^da una de las / 
cuatro caras de uno de ellos* Luego pega sucesivamente 16s otroi 
a las caras marcadas. El tetraedro marcado quedara en el centro y. 
no pQdr^s verlo. La superficie del objpto que has construldo re- 
• ' presenta una superficie simple, Ves comoj de esta manera, pu^es 
pegar algunos tetraedrbs mas para obtener ohjetos de forma cada 
^vez ■ mas" peculiar.^^ vez que agregas" un" tet^iaedrd' ' 

.s6ll.do, su interseccldn con la figura que'ya hahlas formado es una 
ciara, dos caras o tres.car^s 661 tetraedro que agregas. La super- 
fide que obtienes sera simple. . 

Puedes tambi^n soldar entre si cubos solidos para obtener. 




: . ' C ^.^^^ * \ ^. . . , . ^ • ^ ; ' ' , , ^; **■ , \ - ^^^^ | 

■. -„ < . \ . ' " . - ■ • . *< , • • * ♦ 

"'.■■■> _ ■ ■ . •- ' ,c * " ♦ ■ . . . • ■; ~ ' ' ■ '•: 

r vfi^lps polledros tridimensioiial^s. Si .quijeres obtener superficies . 
" ■ si^tmpleji/ deliep segvilr una "regla corao la "que "heiiios dado aiites. ' • lios 
cubbs deber'di^ soldarsf entre ai de manera que la Inl^erseQclon del ^ 
" : ■ poliedro que ya has, fom^do con el. rmevo 'ciiibo sea un con^unto ; . ♦ 
■ \. • llmltado gar "un 'poligono simple ce.Eirado. ,Por,ejempl.o, la l^ter- • • , j 
; aeccion pue^fe ser un^ cara, o la reunion de dos o mas oaras - , : 

a-dyac ent es Sel cuba gue ^a^i^isas^ , p la ^ i^^^^^ 

■ en partes de- una o mas carae? Lo Importante que la.lnters^ccidn 
•est^ limltada por pollgonos .simples eerrados. , ' . -.. 

• . Pinalmente menQionareijfios una propiedad interesante de las ' • 

. . giaperflcles simples. ' 'ii'buJa cualquier pollgono slmpli^ cerrado ' 
^ vsobre una i3.uperf*icie sii^e. Entonces %Ste pollgoho separa la 

superficie'en/exactamente dos con juntos, cad^t uno de los ci^ales 
. - es conexoi. es declr, es de una pleza. - . ' • i. . | 

^area de clase. ' Sobre la superficie de uno de los tres • . " ■ 
poliedrps tridimenslonales caracteristicos (con superficle s^ple)* J 
que. has cons truldo antes", dlbuja cualquler pollgono pimple a'errado 
' ^cuanto mas,grande mejor). No es necesario que: est^ contenido- en 
una oara. x Goi^ienza j^j^olorear la superf IciJ' del poliedro por 
cualquler parte, ijero cuidando de no atravesar el pollgono, »Luego ^ 
toma otro laplz dfe color y haz lo mismo qnae antes; pero comenzandoj_ * 
con la zona aun.no eolbreada.. Golorea to&o; lo que puedas, pero 
sin cruzar el pollgono . Al final de esta operaciOn, toda la 
superflcie debe estar pin tad a de alg-'in color. «• ^ ^ . 

si no sigues estriGtamente las instrucciones para ia cons- 
truccldn de polledroa de superflcie simpl4, puedes obtener-un 
poliedro cuya superflcie no. es simple. Por ejemplq, supdn que t 
. peg^s entre si ocho cub'os como' en'el dibujo de la siguiente . 
paglna. ' 3?.l polle'dro parece una rosqullla cuadrada. Observa que 
al unir el octavo cubo, la Interseccion del que estas .aHadlendb 
" con los, que ya tenlas es la reunion de do^ caras que no son adya- ^ 

(je la interseccion e^a foriMdii. por do — „ 

, pollgonos simples cerrados] y no por uno.solo comp deberla ser. • 
Hay muchos pollgonos simples cerrados sobre esta superflcie 
que no la separan en dos. El pgllgono J, por .ejemplo,^ no la 
separa, pero el pollgo^io K si.- Ilustra" 6stos dos .e j^raplps 
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colOJ?ea|iclo la Bupe;i^ficie tanto cpmo te sea poslble, Oruzai' el 
pollgono, , ~ • 

V EJerclclos 10-8 " ' . 

1; Toma xai bloque de madera* (d§ pref erencla- con las esq^lnab re- 
cortadas), y dibuja -un pollgono eitmple cerrado en su Bupfer- 
. floie dB manerague interseque al mayor numerd po^lTale de 
d6l solldo, . >(JoSienza '$. plntarlo luego' por ^Igun punto/. j 
crttces ei pollgono. RLnta todp lo que puedfis sin cr«z|t|' elt 
pollgono. Cuando hayas pintado todo lo que piiedas, ^telenza 
* a. plntar con ptro • color toda la parte no cploreada, pes^. sin 
eruzar el pollgono. Al »final debe& tener toda la sup^rn%i&> 
-pintada. . .' / . - 

2, Slgue'el mismo-procedlmlento que en el problems 1,.pero can 
otro sdlli^o trldlraehsional^ Usa/uno de tus modelos u otr^ 
blQque' de madera. ""Dibuja tu ppllgono simple cerrado todo lo 
" compllcadd que quleras. A . - ' . 

5." iCuantas. clases dlferentes de poliedros (en telgj^j^s de 'sua 
lnterse<?clonea) puedes construir.precisamente <9H^ cubos 
"™---^<jel~ ml^mo^ taffiatlo , "~q\ie "se to convenlen'taj^ey: es - ~ 

. declr, cuya Interseccidn sea una -cara., una arista q. un vertlce? 
Iliiatralo con dlbujos o modelos,; • • . . ■ 

4. . ttjma tres cubos del mismo tama?ftsi# Suelda unos cpn^btros de 
manera que su reunion tenga una 'superficle simple,.* iCuantos 
, • polledros dlferentes puedes construlr de esta manera? 



^ Se trata <Je sol<3lar uno^ con ot^ros tpas' cuboB del inlsmo* t 
manera que se Inter seque^ convenient ^^ente;/ 
ta*)"^ .Constartiye^^ lo menos 5 pplleapos dlf ©rentes ^orma^do^ 

. devegt4 manera* * \ . * 

(b) ^iTlenen .todos .ellQS s\iperflolea .singples? 
^(c) ,|Pa^Lden cqias^ta^ ^as de s 5 d§ estos poliedros?, - * 
Muest^ .qije-*0s poslble pegar unos con oti^os 7 cubos de 
manera que el poliedro resultante no tenga superflcie simple. 



10-9^ ^^niero de .v^rtic^^^ ariatas oaras drroula de -Euler 

\En la Seccidn lOrl^ te pedimos qi;ie contaras filgunoa eleipentps 



de un poliedro. Ahor^eatudiaremos el problexna d6 atra manera^ 
^ Prpb^iblemfejjte no has deecubi^ C*, A y >V, 

Considera el tetraedro en la^figura siguiente, ^ Su superficie es 
simple. iQue relacidn podenios encontrar entre 1^ numbros de sus 
vdrt^cesi aristasVy caras? ^ ^ / * ; 




D ^ 




4- 



Hay un mismo niSmero de arlstas y de caras que pasan por el punto^ 
Ai tres aristas y t res 'caras. Se puede ver que en la base hay "^ - 
el mismo numero' de vertices ^ue de aristas^ De este modo, hembs 
apareado tpdpis las arlstas con vertices ^y, catras, pero todavla 
quedan por cpns3«erar dos elementos:. el vertlce A en la dus- 
pide y la cara (BCD) en la, base. Por lo tanto, V -+ C - A, =s 2.^ 
"^fiioTarpTeQuhtemonos^^ si una de las ca1r*jas 6"" 

la base se c^ividiera en varies 2-slinplices. ; Supon que tenemos- 
*ia base feubt^ividida en tres 2-slmplices agregando un vertlce P 
en el inter^Lor de la base. ;La flgura que apareee arriba, a la 
derecha^ ilpstra este caso. . Nuestro recuento habrla sido^ el 
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iD^fflaq hfiiata ilegai*-^ y estariamos en boftdlciones de apa- 

rear lo^ tresnuevos 1-slmpldces q-ue contlenen el pun to P con 
los: trea niaavos . .2*-Bljnp.lices dp la .base* oainbio, hemos eliral- 
aaa,do la cara que era^^S^a anj^lgua^'base^ a la vez que hemos atlmentado 

\m imevo v4rtl<Se P." Eatonces, el numerq de vertices mas el nilmero 
de H-slmplices es nuevamente dos unldades mayor que el ti'dmero de 

.Jrslmpllces, y V + C - A =±';2; 

Conslcle5?emo&. afeora cutoo,' 
del. que tenemos un .dlbu jo a la 

jderecha.- iCudntas * caras tlene 
ei cubo? 6Cu^tas^£tSpis^as? ^ 
ipuaptop v^rti^es? ^Es la suma 
d^ iiiSmep?o de i^ertices y ^1 numero 

\de oaras dos uijldades mayor que ,el . ■ 

"numero de di*lstas? Veamos por^que^ \ \ ^ 

esto es asl* * ^ . ^ i ^ 

(T) \ El "nuCraaro de vertices de la cara superior es igual al 
ntam^fl^o^de aristas de la misma cara. v 

(2) . El rxum^^o de \^^rtlces de la cara del fondo;es igual al 
\ . nuraero d^ aristas de la misma. ^ . 

(3) El num^ro de cara^ Vertioales ^es igual al numero de 
aristas verticales. ♦ ^ • . ^ 

(^) ^Numero de vertices )^+* (numero de' cara^ verticales) - 
(numero de, aristas) ^ ,0. Hemo*s contado todos los ver*- 
•^tices^ aristas y caras con la ^excenpcidn de la cara sir- 
vperior. y la 'del fondo* Entonceis, ♦ 




■V 



V + C - A 



\ 



iQu^ ocurMrla si cj^da cara ee descompusiera en dos. 2-slmpliGes? 
Para* c^da oar^. d^ pubo tendrias dos 2-slmplices^ *pero tambi^n 
tendrlas un nuevoS 1 -sj&naplex en ella* --El resto de los eiementos' 

es ntievamente 2^ 



Ah 



na,caipbia 



Entonces^ V + C - A 




Si tefiemos^ una .supeg^ficie simple cualquiera, ^plensas que 
V C A = 2? En los, ejercicios te/pediremo^ verifica^r esta 
formula eni varlo^ ejemplos. Se ti*ata de la llamada fdrmula de 
Eulejs;* ^ler (se pron^ricla "Oiier") es $l,nombre de un famoso 
inat*em4ti(^p de oomienzos del si^lo XVIII • ^: 



dl)se3Pvemoa alipra f idrnwl« ho vaie eii . general^ para 
aiaperficies que no son. singles. CoJiiaidera los clos»-ejei!5)lofe. 





I 



: • En la.dTlgura <3e la izqulerda (la reyM<5n de Ips' dos» tetra- 
edros que tlenen exactam'enl;e\eil ^v^rtlce boralln *H4i), V + C - A 

. Cuenta a ver» SI prefieres, "usa modelos de dbs. tetrae.^i*bs, ; 
Y + G - A debe reeultar 5. Sobpe cada tetraedrd,. separSdam^ktej 
el. niimero de G&ima mis el n\5iner6 de v^rtlc^s menos .|1 n\imero de- 
aristas es 2, Pero. habrlamos contado el v^r.tlce A 'dos veces. 
^tonces V C es -gina ■uhidad^^menor que A + ' 

Se supone que la flgura de la derecha representa la minlpn 
de ocho cubos solldos, como" en la seecidn antrerlor, Falta el ■ . 
posible noveno 'cubo del centro. Cuenta todays laS Qafas (de loa 
cubos), aristas y v^rtftees que estan en lji^,siipprflcle. Para esta 
flgura, V + C - A debe ser 0..* (Para erapezar, •debe'ser 32. ) 

Flnalmente expreaamos la fdmrula de EUlW en t^rmlnos JJaas. • 
general es. , Supdn que tenemos una svperflcie single, y que esta^ 
subdividlda en'.un niiinero (por'^lo m^noS trea) 'de partes que -no se 
superponen. Requerlmos que al dos" de tales partes se interse"^an, 
entonces la inters eocl6n debe ser o blen un pun'-p 6 blen un camlno 

* ... 

pollgonal. El ndmero A es el' nuraero de l£^. interseccltfhjss de 
pares de •garte3_ que, Justamente, no son puntos. El numero V es 
el numero de puntos de los* euales cada uno esta contenldo en por 
*lo menOB tres de eetas partes: Entonces, V + C - A =.2. 



1 56., 
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!Doma un ^modelQ <le carton corpesporidlente a 'vin tetraedro no 
J. . regular. ♦ Cerca del centro de cada cara sigrega un v^rtice. 
, . ' Considera la cara oomo la reunion de tres 2-slmpllces asl" 
formaclQjs# Cuenta VkB carasi aplsta:s vertices los 
2-simpllces de, la s-uperflcie* ^Qu^ d/f erenola hay entre los 
raimeros de caras^ aristas y vertices de este polledpo y los 
. ' del po|.iedro qu^ obtuviete soldando cuatpo tetraedros regu- 
^ lares a las onatro^caras. de un qulnto tetraedro? ^ 
Toma el modelo de un cubo. SuMivldelo en la slg^alente^ fdrma: 
Agrega un v^rtice en el punto medio de cada arista, y otro en 
el centro de cada cara^^ Une el-nuevo Vertlce en- ^ oentrp de 
cada cara con los, o1:ros ocho vertices que ahdra tlenes en esa . 
cara. Debe^ resultarte ocho 2-simplices en cada cara, , Cal- . 
'cula" C,'V y A. ^Obtlenes V "+ C - A 2? . - . 

. ^ 3« Subdivide lina superflcle simple cualqulera en mx niinero de 
. » ple^as planas* Cada pleza debe Jbener un pol^gono qlmple * 
csrrado como frontera.^ Cuenta "G, V y A para esta sub- 
dlvlsldn de la superficies * v ■ . 
':4.. Toma el modelo de cart<5n de un *te\raedro/^ Marca el punto medio 
de cada arista^ En cada una de las cuatro caras, dlbuja las , * 
rectas que unen^los puntos medlos de*las arlstas, De^ests^ 
manera, ^^Jada cara queda dlvidida en cuatro 2-slniplices, ^ 
^ . Cuenta el mSmero de caras, ;y^rtlees y arlstas de esta super- * ^ 

flcle sliftple y %etermina el valor, de V +*'C - A^ 
" 5/ Se pueden soldar^unos con otros tres cubos solidos^ de dos 

mkfieras dlf erentes para f omar Iqs dos ppliedijos Indlcados en* . 
. > la Cigura slguiente* En cada uno de.los casos^ cuenta C \ 
y A, y calcula V C - A, * 



■ J*. ■ 



/ / / 




1 



I 



•7 



♦ 



\ 



• \ 




erIc 



ISS' 



\ VOLIJMENES y AREAS SUtERPICIALES 

. ' ■ ■ ■ ■ 

11gt» Areas de las flguras planas \ • . 

• ' -tus estudios anterlorefs, has 'aprendldp a calculax* las ^ 
areas los 'interlores de varias figuras plana.s.: la mayor parte 
de esta secclidn seria "un repaso, pero se 'estJudiar^n tamMen algjunas 
' flguras .^eoiQ^trlcas nuevas. 

Recuerda que 4rea de una superfj^oie es el mimero . de' unldades 
cuadradas contenldas en ella. Cuando hablamos del area de un rec- 
t^urtgulo, por ejemplo, nos referiraos al area de ia regldn ^ectemLgu- 
lari-jsje-rrada. ' 

Para hallar la medida del drea de un rect4ngulo, multlplloas 
las medldas'del largo del eaacho. Escrito como fdrraula. 



. Algunas v^ces usaremos slmbolos tales eomo el rectdngulo en 
"a Esta Indlca perfectamente la figura jpartlcular que se 

. ■ ■ i ■ . ' . ■ 

esta estudl^do, 

SI loa lados adyacentes de un rectangulo son oongruentes,^ 4a 
flgura es un cuadrado. 



♦ . •* - ■ ■ - • ■ ■ ' . , 2 ' • ' ' * - ' 'V 

Luego, en epte casp, lAp = a • s o A^ = s . 

Un p?iralelogramo tlene la tnisma area que un rectangulo de la 
inlsma base y altura, como se rauestra en esta flgura; 



.-..Eflcrlto. como,,'fQ3?mulai A^^ = bh. • > • * 

. iSup6n que los 1 adds adyacentes de un paralelogramo son cbn- 
gruentes, como se Indlca en la- flgura. » Esa flgura 's^ llama rombo. 



ISO. 




El 'drea de xin tri^tigulo se halla aompap^dola con, la 4e wn 
paralelogramo. \ . ^* ; . 



En un tri^ngulo cualqulepa, ACB, si ae traza tJU paralela a 'M, 
y paralela a ICT, entonces ABBC es un pai?aielogramo., t!B 
separa el lntei»lor del paralelogramo en dps regiorjes de Igual 
drea. KL area 0el paralelogramo se halla nmltipllcando "b por h» 
. 333nitonces el - ar^a del trlangulo piaade hajlarse pop la f drnjula \ 

Estudiando el ctvoxxlo, aprendlste por uno o mas m^todcte que 
si r es la m^dida del radio del c^ouIq, la me^ 
halla raultiplioando el 6uadrado de r por ir> Es decir, 

^ - . EJerolojLos 1 1-1a 

Determina el drea de cada una de las Jflguras augeridas mds ^ 
abatio> despu^s de segulr estos dos pasos: ' • ^ 

^ (a) Hacer un oro^uiB ae la fleura.- " 

(b) . Indlcar en esa figura lag dimenslones. 



1 . Rect&igulo ABCD 



Rect^ngulo ifflCD . 




3. Cuadrado ABCD 

4. Cuadrado XYZW . 

5. Paralelogramo. ABCD 

6. Rombo ABCD 



Longitudes " ' 

W ^^fclene 4 pig. j BC tlene 
12 pig. 

TtS tiene i de ple| TD tlene 
5 pies. 

IE' tXene J3 pig. 

■ ^~ "'^^^ ■ ■ V 

W tlene 3^ pies. 

W t.lene l6 pig. r 1^ al'^'wra' ™ 
.'tiene 15 pig. 

tlene 6*5 em. j la altura 
tlene 5 cm^ 



170 



.7. Romibo 



* "ST tle>ne . 5. 2 piesj la altura- 
tlene 4.6 plea. 




40, 




iXo ABC El angulo A 93 recto; 35 tiene 
; ■ l4 cm. ; I?? tiene .9.5 om, 

1*1 Dase tiene 38 pies; la 
I altura W tiene 37 pies. 

' 11 radio tiene ^.5 plg. . ' 

. . (tt « 3. .14.) . 



11, Betermina^l area del interior de cada una de las siguientes 
f iguras ' plahas : 

• la) ' ; . 






12. Halla el area de la zona soinbreada en la slguiente figura: 



♦ 



:/ . .Ot:ra figure^ geom^trica cosi ia que - tendremos qwe famlliaj»l2aa?T 
;„;a<a^^te' aos lados paralkiog, c<;^o .9e mw estiva en la.flgux'a" ABCD.' 




>' " Si se tJ7az.a una -diagonal (tal cdmo; "SC"), el interior del tr^ecio 
queda separado en doa regiones triangulares. Observa qiae las 
. alturaa de Iob dos trlangulos f on, congruentes, pero las bases,. 
• * y bg, tienen medidas dife;|^ntes. El area del "trapecio ,es 
la suma de las dreas de los^dos tridbigulos: ,* . 

Area de ABCD 4= Area de, ABC + Area de ADC* 

, ■ ■ • '•• ■ • • • V , ^ . „ » • , • . 

, . Obsecva que las longitudes de iCP»^y BtT no aparecen en el cal- 

culo del ^rea del t5?apecio, . ' / ' . 

^ri;^" Ejeroplo. t En el trapecic^- ABCD, balla el area eomo s^a de 

f las.areaade los dos triai^Ms determlnados poi? la diagonal 




*AABC 



I 



.,A^.„.= kS:±^^M. 



El ^rea dfel trapecio es 6$ pulgadas cuadradas. 

El m^todo Ulterior para hallar el area del trapecio puede 
simpllflcaBse utilizando la .propiedad distributiva. . . 



V 
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^tonaes,\por la propledad distributlvai. 



• Ksta f63pmula tandbi^n puede eaoriblrse asi : 



its 



■" \ Esto muestra que podemps tambi^n Imaglnar el drea cle un t3f»a- 
. "^peclo como si se la obtuvlera muiilplioando l.a medida de la altura. 
~^por. la me<aia dq las medldas d6 las bases. ! , 

; En los problemas 1 a 5, calcula las idreas de . Ip^ trapecjios 

.. ■.cuyas medidas E!j^^lndj;can . . " • • 



^1 



1. 
2. 
5. 



Alt#a 
8 pig. 
16 pig. 

15" cm. 



» 



4. "5. ^' pies 

5. pies 



Base superior 
6 pig. 

is pig. 
1 1 cm. 
p. 8 pies 
5f pies 



Base inf error 
15 pig. 

57 pig. 

27 cm. ^ 

"isrjples 



6^^ pies 



* El area de un t|?apeclo es 696 pulgadas cuadradas. Las longi- 
_ : 1^"des de' ras l^BBeB Boin "^2^^ 55 ptriigadas - --^alcttla • - 



la altura del tripeclo." > 



■ \ 
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tJpapWioV y se ya ^a render a 50}^ el pie cuadi^do. 
las medidas Indlcadas en la .rlgura> : • 



tJsan<3o 



(a) calcula el, area en pies cuadrados," 

(b) detj^nhlna el precio de venta del terreno. 



Area de un poll^6n<y regular 
(a) 




A b B 



Recuerda que un pollgono regular se define como ,un /pbllgono 
•.>... * ' • ■ . . ■ . * 

en ^el, 'que . fe6in1;o los lados como los dngulos tlenen ^J-guales niedldas. 

Une el centro del pollgoho regular eon cada unb de sua ver-' 

tloes. CSl centro es un pun to del Interior qu^. e|5ta 'a dlstancias 

Iguales de los vertices y a* Igualee dlstancias de los lados del 

pollgono. ) SI hay n vertices, habra n trlangulos congruentes. 

El drea de ciifalquler pollgono regular sera la suma de 'las 

•areas de los trlangt^ilos. En la flgura (a), por ejemplo, hallaremos 

prlmero el )area del t?»langulo APB: 

:^esto que hay ,clnc6sde ei^tos trlgingulos, entoncea 

\ \1 1 1 1 ' 1 

— •p. ^ -ft^-^-^ar ^hbT^ ^hb ^hb-Tf-^}^ + ^*ib- ^ 



. = •|-h{b + b+ b+ b+ b) 



Pero (b, +* b, + b + b + b) es la medlda del perlmetro del poll- 
•goj^. EntqnGes ^•'^P* 
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Supon que el p^oljlgoiao^^y^gulay tlene diez lacios en y§2 de cinco. 



Entonces las rectas que van del centro a los dlez v^rtlGes divldi-' , ' 

' al pol4^gorio en-diez trlangulosl co^ area del pol:t- 

t ' , . ,•■•■:.* . ' • . ■ ' ■ ' ■ • w ^ 

I; gono sera iguai a • . I 



donde * p es el perlmetro del pollgono. 

En" vista de todo esto,' el drea de un "pollgono regular cual- 
quiera es igual a . 



trl- 



■ \ - • • • * ' ' 

donde p es el perimetro x ^ ®® altura de uno- de los 
dnguias cpngruentes en lbs cuales queda dlvidido el pollgbrjo por , 
las rectas que van de su centro a sus vertices. 

' i E.1ercicios ' 11"lc 

?Halla las ^reas de los slguientes pollgonos regularesi 



Clase de pollgono 



Longitud de la perpendicular 
del cenfro a un lado ' ^ 

1^.3 pig. ' ' ' 
5 pig, . 

t2,*5 pies 
50.8.^1g. ^ 



Lor 



f ltud de 




It Hexa^ond- . • 

2. -Pentagono ; - 

•i • ■ 

3. Oct6gono " 

4. Decdgono 

Area de un clroulo ' ' 

Ahora veremos corao la formula que acaT^amos de encontrar puede 
servir para determinar la fdrmula del |lrea de un clrculo a partlr 
de la fdrraula de la longitud de la circunferencia de ese clrculo. 
Considera el clroulo 0 eii las slguientes f iguanas: 



Debimos que pollgono regular de n. lados esta inscritp. 
t en una region circular si los i/'^rt;lces del :^ollgono regular sonr 

. .puntba de la clrcunferenc.iav En,:las f Iguras anteriores se ve 
■ claramente que cuaritos mas lados tie^e el pol^gono Inscrlto^^ raenor 
» , es la longltud *de cada lado. Tamt^^n observaras que a iriegl^ que 
•\ n C3»etje, es cada vez mas dlfloil dlstingulr el pbllgonp 
■ ^® clrcunferencla. 

r V' * Podrlamos'^eclr que el area del Interior del pollgonp |.ns~ ' 

> ' ' orito. es aproxlraadamente Igual'al area^del elrculo. Es cierto 
. que. el area del pollgono inscrlto slerapre sera menor que ^1 area . 
) .. , del c:|rculO/ pues slempre habra puntos de.la clrcunferencla que 
i. son vertices del pollgono regular inscritq^ Por conslgijiiente^ 
^ siempre alguna porci<5n del area del elrculo que Ho esta con- 
* tenldo en el interior del pollgono inscri to; Sin emUargo, para 

valoresxgrandes de n, las areas son ca^i ^igualea^ l^odrlamos 
^ imaginar el area del circulo como.el ^^llmite superior" del area 
de los pollgonps inscritos> es decir la dlferencia 

;/ (ar^a del clrealo)''"^(area del pollgono) 

I es mayor que cero^Jpero .es muy pequeHa si el niimero de, lados del 
pollgono es joruy gr§inde. En efecto, tomando el niimero de lados ^ 
suflcientemex^e grande^ esta dlferencia puede hacerse tan pe- 
queila como si^ qulera* * 

Tamtoi^, cuando n * crecej la distaiicia del centro del po!^l- 
gono a un lado estara cada vez m0 cerca del radio de la circun- 
ferencia; analogamente, el perlmetro\del pollgono estara cada 
.vez mas proximo de la longltud de la •cireunf erencia* Hemos vis to 

.que el numero de unidades cuadradas de area^en un pollgono ea 

i . , ^ ^ * , ^ 

ig^hp. Pero acabamos de ver que cusoido n es muy gran.de, h se 
aproxlma a r P aproxima a 2Trr^ entonces, podemoB con- 
? clulr: ^ 

: / Si r eg el n\jmero d mdlo <a§ 

una circunferencia, y A el niimero d$ unidades cuadradas- del . 
drea de su interior, entonces . 




• • EJerciclos li~jlcl' ' • 

Calcula el ar^a de cada uno ,de los elrculo^ qae siguen. Eas 
.lougStudes s^indican^en pulgadas. Da tu respuesta ea. ^<^iag«aQS 

{a):r=5 '^V td)" r -.4 - ^, • 

(b) r t± 10 . Ce) d = 50 ^ , 

(c) r = 20 " (f ) d = 28 . ■ " 

Examinando ,los I'es'ultados de (a), (t) *y ,.,(c) del problema T, 
indlca el" efficto que sobre el. area de un clrQulo tiene el 4u- 
pllcai* su :?adlo, . 

pROBtEMA DIPICTL. • .-J | ^ 

(a) Imagina que has inscrito un pollgono regular de 20 ladps 
en una c4|»cunreren©ia y que tlene^ dlvidido- el poligono en 
20 ' trlangulos oongnientes medlante rec.tas que unen su 

, centre con cada v^rtice, Muestra que estos trlangulos 
pueden ser dlspuestos en.un paralelogramo cuya altura es 
casl Igual al i^adio de la clrcunferencia y la longitud de 
cuya base es casl la ml tad de'la clrcunferencla, / 

(b) Imagina que ims clrcunscrlto . un pollgono regular de n 
I'ados (agMy , grande ) alrededor de la olrcunferencia 0. 

, (Esto sl^plflca que cada lado del pollgono regular con- 
tiene exact amente un punto de la clrcunferencla.) Desa- 
rrolla'un argumento razonable para Justlflcar el enunclado 
. ., jalguientei.,.-, , . ' • 

(area del clrculo) < {area del poligono clrcwscri to) 

; Agregado estp a nuestra conslderaclon anterior, da por 
resuitado: i 



' . X (area del pollgqno circunscrltoX'^ 



Pianos y yectas ' 
" Ell ilas prdxlraas aecclones de este^capltulo "estudlaras las- 



fee.as 'superficiales y lbs volijmenes de^oa sqlldqs. Al. final de ^ 
este capitulo ha^ai'as algunps modelos de sdlldoa que te pueden ^ 
ayudar en tu estiidio. Tu profesor te explicardjcdiao Sse cqnstruyen 
eiaos modelos. En esta seccldn, asJ como en el resto del caplibulo,' 
nos referlremos a ellos/ , *• 

Antes -de ggtudlar esta seccidn,' construye los modelos "4, 5 
y 7; -las direct! vas se encuentraun al^ final del capltulo.; Observa 
que si -mideg las^ longitudes de los segmentos de»las figui'iis^ 
hallar^s que las longitudes marcadas K pulgadas, ; por e^ejnplq, en 
realidad no tienen ; 4 pulgadas. Pero los dibujos estan a- escalaj 
es declp, oomo •'l^ es tres octavos" de • 4^ la loAgltud raaj^cada , - 
1^ pulgadas es t^res octavos de la longitud inareada ? 4 plilgadas. 

Antes de proseguir, ":^visemog brevemente algunas de las i^i^afe 
m^a aixa^le^ sobre pl^os y^' re etas. J^a .estas algo familiarlz^o - 




OS que no tienen riingu%^unto 
es el c<indunto vaclo,/ tfn 
por el piso y ej' techo de^ 



con; los pianos paralClos. Son 
' coraun, es declr/ cuya Intersecc^ 
ejeimplo de tales pianos estd 
aljgunos salones de clase, o po?R pisos diferentes de^na casa de 
apartamentos, o por 1|^ pastes de un lito> cuando^l libro esta 
cerrado. Presenta poj* lo inenos clncc^^ejelhplos 6p pares de% pianos 
paralelos sugerldos pov los objetos que hay* en /u salon de clase. 

Imagina el ast^ de una bandera colocada ^p. el centro de un 
patio cuyo p'lso esta bi|n.nlvel ado 
y las rectas del *piso qi^pasan 
.por la base del asta, co;fno se* in- 
dica en la figura. • iQue relaelon 
parece haber entre la llnea .repre- 
sentada^por ^ asta de la bandera 
y esas rec.tas sobre i^l piso? I^a 
experlencla noB dice que , el asta 
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Si quleres coinprobar <iu§i' el irBol de Navldad sst4 Colorado 
peipendicjilarmeRte al pl^o, mlraio iesd^e.,4os punt6a difer«tites.; 
Si' esoer dos puntoi^ y el ^rbt>l no >stln sobre .xjna mlsma 'recta, * - 

*el aptiol esta perpendicular desde : todos *lps punt6s d.e vista; 

^sta es iina -aplig|icidn. de la propiedad 1. , ;* • 

i . Come un e^mplo mdg, examina -el inodelo'*§ y mlra un'o de los.^ 
B^gwentos que" conecta v^rtice ije un ^tremo" hexagonal con un^ 

' y^^ioe del otrp. Cqmo ves,' este segmento e^ Wa parte de dds*,- 
reotangulos. • -For consigulente, ^es perpendicular a dos seginentoif 
de cada *exdgono. Por la propieda<| 1 el segroento .es perpendi- ; 
cular a los pianos de Mnbos hexagonos. Analogamente, exarain^'^el 
modelo ^4 . y conv^nGe,te de que toda arista ^1. sdlido ea^i»tppeA- 
dicular a los pianos de dps de sus jfaras rectangulares, Obaerva*', 
la recta en que se, intersecan dos de las' parades' de tu ^al6n de 
clase.' iOu^ relaci<5n tiene con los 'plano ^d b techo y del suelo? 
\^ ;Examina el modelo 7 para conlrenGeaie^ -el resultado 
se apllca tambl^n ^i; \ * . . " ' - 

Ahora .enaaya otro'.eSsperimento. Haz un nudo en un extreme 
de una'curerda en un punto ^ convenient^ Q, de tu sal^n de clase, ^ 
que tenga alg^n espacio libre dei>aJo.. Si no' ti^iies nada. conve- 
niente a raano, atalb a una vara col o cada sobr^'los respaldos de 

;un par d€^ sillas; asegurandc? loa' extremes para que no se muevan. 
Luego toma un punto R sobre ^ » ♦ * 

el plsp y mlde la' lohgltud que ' V ^ • , 

. tlene^r 1 a * cuerda- que ^he Q* . y 
Variahdo R'/trata de 

•hal?.ar el punto S sabre el 

j>iso que ^e^iuiere el minimo 
de longitud de cuerda. ' ' Cuando . 




hayas locallzado ol punto"' S, * 

l?MeJ!*ya i'a :,PPslcl(5n ^ de la . * 

cuerda, "iQu6 rela'citJn parece 
, tener con el piso? iEstarlas de acuerdo oon'el'*s*igulente enun- 
cia<io.? ./.J* * . *' • / ' V ^ 

El 'Segmento ' mds cortb' desde uar^nto . Q 
ae halla fuera de un .plano^ r al piano 



Propiedad 
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. ». ,. el aegmento perpendicular a eae plano* . 

Esta xaistancla mas corta se laama la dlstancia Q a r. 
* Imaglna ahoVsL vari^ clavos en' el eielo raso de fcu cuarto,* a , * 
<jiida xjoio' de los cualea* esta ataxia una cui^^da. ♦ Adexnasii eri Hsada 
caso la cuerda est^ sujeta al *punW ci^^ piso: mds. cercaho 'del" clayo, 
coino en nuestro experimento 'anterior, iQue sabes respecto de. las • 
longitudes 6p las diferentes cuerdas? iSer&ti todas IguaJLes? . Esto 
ilustra; el siguiente hecho: , * . ' 

'Propledad 2* Si <3o& > pianos 'Son g ^ralelos , las digtanclaa 

"peypendleularea de diferentes puntoa de un ^ , ' 
' . . piano al otro yplano aon^iguales, ; » • ", 

La di'st^cia constante ^e Ta propiedad 5 -se llama "la distanc4a 
entire los pianos pagalelos. En realidad,. los- seigmentoa correspon- • 
dflfntes'de la prop±edad 3 son perpendiGulares a ambos pianos, ^ 
hemos hecho no tar eato pa»a las arlstas lateral es de uh prisma • 
recto. ... 



?V ^ ^ Ejerci^ioB 11-2 ^ ^ • , , 
1. , Da cinco ejempl»ds de pares de J>;ianos paralelos con jcectaa per- 

pendicularee a ambpSj^plano^s en cada •ejeinplo. ■ 
E. acamlna lbs modelps 4 y vArtoJta los conjuntoa ^ pianos. 

paralelos y 1^ dlstancia- entre""'^llos. 
5. Construye los modelos 9 y*^10.* Anota los conjuntos dd pianos 

^aralelos»y las diB*anclas entre ellos. • ' \ . 

4. * $1^ ios dos .plaJios paraleloa-, 
• P/- y .Pg* interseean a lo / ; 

largo de las rectas y ■«2 : 

con "un piano -sj, entonces * 
^ detofe s.er paralela^ % ^ig* * 

pll'ca pol? ^U^; es esto clerto* 
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IfeUal^gamos po^ldo ^emostrar » • * q" 

observax*la escperjUaentalmente* 

Da lais'^azcmeg 4© la siguient©' 

demostracfion: 

Sea ^^B^n punto' del 

piano; r , de' manera que ^ 

sea perpendlctilar a r. Dlbuja el^segmento "SH. 
. (a) ^ QSR* es.im ^igijlo recto. iPor qu^?, r 
. (b.) ^s .la hii^tenusa de triaiigulo rectdngviXo. iPor 

- \ qu^? ' . ' * '■ I 

(c) es masi* largo que ^Por qii^? 

PeJ:»o^oomOi R ea .un punfeo eualquie'ra -de r ■ dlf erent^ d© 

esto rauestra que es el . segmento mas' corto, 

*?ROELEMA 3DIPICIL. Tin segmejito . 
' ^ J^Xene sus -extremes sobre^ 

Igts pianos paralelos "bM . 

$1 es perpendiGula^P a Pq, 

demuestra que cl6be\tainbi^n ser 

peippendlcular a P*. /(SugW^noiar 

KLb^Jk dos pianos que p*asen por 





Q 

I 
I 




I 
I 
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^ Comp ya has estudllido' algunas**e*Jemplo9 de prismks rectos, 
esta sQccidn tendrd el caracter^e un repa«o. ^iRecuerdas ^ 
clfi^se flgura es un prisma* if^c to? Repasemos su Qescrlpcl6n. 

Im^glna dos pollgonbs congruentes colojcados en pianos para-- 
lelos dQ manera que cuanfJd se trazan ips jaegmenios que unen. " 
JLoa ^3fii?i^ce5L.ii^ loa pollgonQ§> loa cuadrllateroa 

ifermados; son r^Gt^igulos, Eatos rectangulos y los^pollgono^^ 
orlginales determinan reglones cerradas* La.reunidn de<>stas 
reglones cerraidas se llatm un prisma recto. Loa'segmentbg, sqh 
SUS aristaSj y los punto^en que se Interseean dos o mas arlatas 
son sua vertices* Las reglones reotangulares cerradas se llaman 
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caras laterales (o caras). Las r^giones poligonales cerradas * 
orlginales se llaman las bases. *Lps segmentos que ynen :los ver- 
tices correspondientes de las dos oases se llaman . arlatas 
laterales. " Es cohveniente recalcar que las arlstas lateral ea son 
"perpendlculares a Ta"s:'l3a'BBB7~y-qu-e, en -el^trboy-ai-'las ai^stas late-... 
rales son perpendloulares a las bases/ las cjscras son auitomatica- 
mente rectangulos, 7 ^ ' r - 

Un prisma i^ecto es ls?l€mi^lar,^ reGtan^lar,^^h^ etc/, 
segiin la forma de sus base^^. Considera los modelos 1,^2, 5, 4^ 5, / 
6 y , 7. (Construye aquellos' modelos de este conjunto quie; todavla 
no hayas construido* ) ^fstos son e jen^los de prismas rectos,* 

Recuerdas c6mo hallar el areaxtotal y el voluraeii*de los 
prismas rectos. El area total es la suma de las areas de, las 
barf^es y de las caras, El volumen es el pgpoducto de la raedlda del 
area de una -base y la medida de la altura. 

Prismas rectos rectangulares ( ortoedros ) 

^)n prisma recto con el que estas bastante familiarlzado es el 
prisma recto rectangular. (V. la f Igura, ) Un buen ejemplo de t^al'^ i 
prisma es una caja de ^cet'ealeBn. 




Representaremos las medida^ de^gu J.arg6, ancho y alto con las 
letras w h, respe(?tivameitte. Ademas, representaremos con 
*' 'S la medida de su drea*total y con V -l^ raedlda de su volumen., 
T^ ReGuerda la's ^f^^ " " ' . , 

S = 2(iw ^ ih + wh). 

' donde ."B es la medida del area de la base! (.B.= iw). Obaervar^s 
que en mji prisma de este tlpo todas- las caras son rectangulos, dfe » 
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manera que 1ms caras de cualquler par de cara^ paijalelas pxaeden 
% aer conslderadas como basaa. iPuedes enunolar estas jPoimilaa exi 
. palabj?a8^ Trata de hacerlo. . 

^ ^ Gubos . ' / . ^ 

- ^ Un c^tibo es caso especial de prisma recto rectangular en 

/el que toWs las aria tas son congruentes. ' Deslgna la medida'de 

BUS aristaie con Sj como en la figureu que sigue, Estudia nueva 



mente el modelo 1. 



1 . 




* ' PuesTbo que un cubo es' un prisra%recto, su area total y'sti . 

" voluinen se iDl^t^ienen. de la imisma manera que eri el caso del prlsina 
^ * recto rectan^lar.. • Las formulas, sin embargo> ^pueden abreviarsej 
pue^ parjt Jun oxit>q q \ " . I - 

1. lia f drraula pai^a el area, total puede transf ormarse as! ; 

> ' > • • ^ = 2(iw + ih +'wh) ■ 

* . ; • V ■ , \ " , ' r ^ . • ' > ^■ 



La fdrmula 
manera anaQx>ga 



s = 2{3B'^y 

3 = 6s^ . , 



Srmula del voluraen de un fcubo- puede Itransformarse de. 



iwh 

.I Jfjrsa ^a. ^ . . s> . s 
V =1 



ejn/e: 



' Comp ejemplo,^ toma un cubo em el cual la m^dida de las 
aristas es . 2. Como s = Ej^ entcmces 

. ' S =• 6 • 2^ = 6 4 = 24 . 



■ • . ■ ^ — . ^ \. _ : 

Prisma rectov triangular ' 

Est^e .es otro prisma que^'ya-has estuaiado, Toma nuevamente el 
modelo 6:" las bases son regiones triangulares rec.tasi sin embargo-, . 
3,^ la.a3e. de wn prisma, recto triangular puede s%r» CCt.alquler tipo de 
region triangular. Consldera ia. figura Blguiente; Sean b, c, d 
2. a/.las medidas de las aristas y de una altura d.e las basea trl- . 
angylares,- reapectlvamente. Ademds, sea h 'la m|dlda de JLas 



ariitas la^rales' del (prisma. ^Ahora Qesarrollemos las fdrraulas 
N^para ei drea total y el volumen' de este tlpo de prisma. 




. ♦ ' Como el area total es la^sum^i ^e "las, areas de T^s bases y de 
las caras, teneraos ' , • ' i ** 

^ . ; S = ,2(^ab) +' <hb + he + hd) 

. . - a ab -K h.(b + c + d) ^ ' ^.^ 

" ' ^ * ab + hp . 

dontie p es la medid.a del per^metro de la base triangular. . 

Ya has, usado antes la^'fdiroula del, volumen,?pero la daremoa a 
iltenera de repaso: • i- * « 

V = iabR- 6 V = Bh 
^.4on4« B la^medlda del arj&a^ de: la*TDas^*. \ ^ .± ;™ 

Prisma recto hexagonajL , * . , v * . ; 

Tambi^n estas famlliarife^do fton este;. prisma. Estudla tu 
modelo 5^ Lap bases puede^i s&r . oualquier reglon^pollgona-l de sels 
lataosj sin embargo," consldersraos solam^te los ^exagonos^regula^res 
. Mira la sigulente figura; /' ' ^ • • 
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Sea h la meaida jge las arlstas laterales, b' la de laS arlstas 
de.las taBBB €l*v14, de las ait-arap de los J^riangulos en .que . 
^dlvi^en 4as bases/ \aQ . f oMOfuias para S y V son . 



S « ap 4- hp " 



en que^ como recuei^das, p es la medlda dBl J)erimetPO'' ^lel hexagonoj 



/ 



. . V , - * V « ^aph 6 Y'^'Bh 

, donde B /es la medlda del ^ea de la base* 

Clllndros rectos t5lS*culapes ^ . . ..^ 

^ : — , . . , , 

Vri cilindi?o recto clrctiilai?, que ya'has-;esttjidlado antes ^ no* , 
es im<t)rla«^^ Se^r^senta aqul, .sin embargo, porgue la fottroula 
para hallar su volumen tlene la mlsinaft forma general que la 'de lbs 
prisftnas* rectos. Es declr,^ V = Eh, donde B . es>.la raedida de la 
base/ j^ecuerda que B*= irr , donde r es la mgdida del >adlo 
de la bgse circular.^ 'Entonces lia' fdj^la es , 

- * > - ^ 2 ' 

— — ... ^n? ' ■ ■ - 

.*» 

. * - ^ , • ^ ~ . ;^ . » - ~ ^ . ■* ^ ^ . . * 

Recordard©^ que la f<5rmul$. para el'drea total es 

• ' . ^ S\«= 2^hi ti7 2irr * . * ^ 

^N^que Bepuede es^eribirTOomo S ^-^i^ r)^-^. * /. . , 



: \ '^^E^QiLta el volunieR de ca(3a xmo .4e Ips- prismas "rec^jos recliangu^ . -| 

1 2. ■Caac\ila.>el af'ea tot^al <le ca^ila- p^i^ma re6tip >ectangul 

. pr^blenia' 1. ' .\ J: - • , , .. ' .■ • ''-^1; 

3^ DeteiTOlna el area total .y el volumen xJel modelo 6 A 

4. * Sviponlendo que'^'la. b^/ae de un pi?isma rectq. ractangjular permanece , 

* •^invari-able y qwe la^medlda # 'su 'ai*lBta lat^eral se duplica, . ; 
;cu^l es el efecto soJ^e el'valumen? iCu^ ea el efecto sobre 
la suma de las areas- de^Xi^s caras la-t^r^^ ' *k * 

5. Suponlendo 'qve tanfeo : i pojoo w ps^ un prisma, recto rectian--- 

• gular se dupllcan .y que la arista ;iafcerHj>®*^^^^^ 

• icuAl es f 1 efecto isotore el voli^nneai? iPuft es el efecto sobre 
Xa^sama de las, areas de .las „cisp?8i:s laterales? » " / 

6. *Si tanto i conro Vw - 2!: bi- vSe; ^^pl^oan para prisn^ 
/rectangular, icual es e?.* efecto sobre el voltanen? jCual es elj.^ 

• efecjbo sobre la'Suma <3e^ ias areas de -Jas cari|s la,terales? * 

* . ' ' sobre el area total.?,. • 

-.-7/ GDnaJb*<jye el'*model6 % Determina el area total de su super- 

ficie'y el volumen. / | 

"S. (a) Itoma los moides de ios modelos 4, 5, 7 y 8 y determin^ . 
' - ^1 perimi^tro de las .bases. - . 

. - (b.) iSon todos estos perimetros Igyales entre si? 
•' "-./c) Calc^iila ios voiumenes'de estos cuatiD mod^6"s. Emplea tu 
regla para consegulr cualquler medida adlcional quenece- 
sites, • - j4* . 

~7"^"?QT iSon igvi^aX^^^^^ ~ 7 " 

• HasL un4 lista de los modelos segiin el orden crec'iente de. 

. . V las medidas de sub yolvimenes4' . 

V' (f) Sobre la base de tu^'essperlencia en este problema, i4^^ 
conjetu|^ ( "cbnjetura" es ulia palabra clave con que de- 
V sigriamor una. suposicidn intellgente) hai^as sobre el area 
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.de un elrculo en Qon^aracion -con las areas de los poli- 
gonos 91^08 perlmetros.^oi^j^igualeB. a la loiigHaid de la 
clrci«iferencia; de ese cia?cwlo>' 
9. .. (a) .^Cuando aalc^laste log vol^enes de los modelos 4 y 6, 
^ > B^ailaste que son IguaTes'? ; " / : : • ^ ^ 

(b) V^ifloa (a) llenando uno con sai y vaeiandolo dentro 

- del otro* . » * * , 

(cj Deterraina los perlmetros de las liases de esos .mpdelos. 
iSon los perim§tros Iguales? 

11-4^, -Prismas oblicuos 



lora que liemos rep^isado los prismas rec^JQS4( estuc^aremos ' 
prismas generales, de los cuales los rectos y. los oblle-uos son 
casos especiales. Los modelos 9, 10, 11 y 12 son ejismplos 
^de prismas obllcuos. La desc:^pcl6n de loq prismas oblicuos es 
• muy SQ||e jante a la que has, est^dlado en la Seccl6n 1 1 ~5 para 
los prismas rectos. Un prisma oblicuo se puede describlr asl: 

Conslderemos nuevamente dos poligonos congruentes, Iraaglna 
Ilue eatan colocados en pljanbs paralelos de manera que cuando se 
trazan los segmentos que unesn los vertices correspond! entep de 
los pollgonos, los cuadriliteros fomados son paralelogramos, de 
^los cuales por ,lo menoe dos no deben ser rect^ngulos. Esto 
-slgnlfica que las arfstas laterales no son pei^endlculares a las 
bases. Estos paralelogramos y los pollgonos origlnales deter t, 
mlnan' regiones cerradas. La reunion de esas regiones cerradas 
se llama prisma oblicuo . Los segraentos son las aristas, ^|||fos 
puntos en que se encuentran dos o mAa aristas se llaman vertices. 
. Las. regiones cerradas formadas por los paralelogramos se llaman 
Q^^&g laterales (o caras),. Las regiones poligonales cerradas 
original 'Sja. ss^Jllaman bas es^ — Jios -segmen tos^ -que unen v4rt!-ceQ — 
correspondlentes de las dos basels se llaman aristas laterales . 
.•^.^ i.Bn qu^ dlfiere la descrlpci<5n anterior de la que dimos para 
^os"-^rismas rectos? 0 » 

Se puede llustrar'Vn prisma oblicuo mediante la sigulente 
figura, en que los trlangulos ABC |r DEF, en pianos paralelos^ 
son .las bases*. 



Los paafelelogramds ABED^^ ^CPp.Vy CBEP /son las caras laterales.* : 
lias aylstas laterales son W y Losi modelos 9j^;10^ 11 

y *12 te ayudaran a c<»iipi*ende3? esto ^^ejor, paj?tict:ilar^ com- 
pai^ los *iDiOdBlos 6. y 11 1 sefia^'ando las bases^ caras lat^rales 
arlstas lateralis* ^ ^ . . ^ i 

IiU^g^^ haz lo mlsmo con los tnodelos 7 y En estos ml times 
casbsjt ^has tenido alg^na dlfioultadi en Identificar las bases? . 
iCdrao lo declcllfete? Esta dlficultad lliastra tjina interesante pro- 
I]^le<3ad de los modelos .4* 7, 9 y 10.\ En estos; modelos todas las 
caras spn paralelogrampsA (Rec^erda que un rect^gulo *es un casoi 
particular de paraielograjno. ) Bfi es^s f Iguras las caras de todo 
par de *cs^ras opuestats pueden s^r conslderadas cpmo bases y las 
otras catra^^ 'como caras laterales* Tales f iguras se pueden real- 
mente Imaglnar cpmo prismas de ^res maneras* Como sus caras son 
paralelogramos, se ha dado a esos prismas el nombre kllom^tricp 
de paraleleplpecjos^ Iios prismas rectangulares que has estudlado 
antes^son paraleleplpedos especial es en que todas las caras son 
rectangulos. ^ . , 

Como en el estudio de los prismas rectos^ nos Interesamos por 
hallar el .^irea total y el vplumen de los prismas oblicuos. No hay 
dlflcuitad P^a hallar el area total, pues se la obtlene sumando 
las areas df las bases y de las caras laterales^ Naturalmente, 
para hallar las dreas de las caras later^les, debes calcular areas 
de^aTalelPgramoB en ve2 de Vect^gulos^^^^ ^^^^ .^.^ .^^^.^.^^^ ..^ i.^. 

Conslderemos ahora el v^l^umen de un :pj?lsma obllcua^ Esto re- 
querlr^ uh poco mas de estudio. Pa3?a cpmenzar, conslderemos una 
plla de tarjetas rectangulares congrye^tes. Puedes construlr esa 
plla o usar cartas o naipes. Cuando est^n aplladas de manera q^ae 

todas las cartas adyaeentes coinclden exactapnirente, »tlenes una 

« - 



iluat:i»aci<$,ni de un prism 




• \ 



Ahora «mpuja las tardetas -ui^ poqu;|to . d« manera qyejla plla^ tom6, 
en secci^n transve^al, el 3':^gui^te aapecto: : * . • ^* ' 





As! Ipgras una llustraca:<5n de prisma otollcuo. ^Naturalmente, 
no es \m prisma perf ect© debido al* eppesor de las- tarjetaa, que 
ya no cpinciden exactamente.. Al pasar la uRa por las ai^istas, 
sentirajS la rugosid^ -de los toordea, la que tarabi^n saltara -a la 
; vista si las' tar j etas estan suficienfcemente .Inelinada;^ respite 
de-^a v^tical. Las irregularidades pargceran ailn mas pequeHas. ^ 
si empleamos papel rods delgado* • ' ' 

Consideremos ahora una analoglia ehtre las. dos pilas qu,e «e 
ban ilustrado anterlormente. Observa que las bases son eongruentes, 
y que las distancias entre las bases son iguales. ' il^ vista de , \ 
esta consideracicSn., pareqe que tenemos base sufieiente para hacer 
la, sigul-ente t^onjetura-: ' . , ' 

- Si dos pr jyamas tienen bases eongruentes y alturas 

iguales, %lenen voli5menes iguales.' ' ^ 
Para verify car est*a conjetura, toma los modelo? 6, J1 y IE. 
iTe parece^que .sus. bases , son eongruentes? ^Tienen iguales alturas? 
Para verifiear esto, sera. jnejor apoyarlas sobre sus bases infe- ^ , 
riores'y pasar una-xsgla.sol^re sus bases .superiores para ver si • 
, •«s'^iral~nd!smo inivei. ^Eat? 

^/tienen bas,es eongruentes y- alturas ifeuales? 'Phcrra llena el 
- modelo 6 :.con sal y vaclalo en el modelo 11. *i^endrds mucha o 

xjpoca^sal, o habrd sufieiente? (lEsto esta resultando eomo el 

isasp-de los tres o^obI ) ^Crees que los resultados de- este ex- 
. perimento confirman la conjetura anterior? 



" ' • • - -461- - 11-^ 

: • I : * ..^ ~ ' 

Efect^Xa el mismd experimento eon las modelos 7» 9 7 
(P^a este experi^hto coiisidera los paralelogramos petiueaos como 
bases, pues de otrsi mahera no obtendrlas bases congruentes, ) 
^Oplnas que e^ resailtiaSo co"nfirma lA^ Qonjetura? 

Come la,conJetura, parece confirmada per la practlca, pondipe-: 
mos en nuestra llstai esta ntJeva p'ropiedad: / • ' 

Propledad 4, fel dos prismas tienen bases congruentes . 

alluras iguales , tienen volumenes Iguales. 

■por la .propiedad el volumen de cualquler prisma es igual 

# • •• * ' ' 

al de un prisma recto de la misma altura y cuya base es congruente 
con la del prisma daiJo. Gomp. sabemos calcular el volumen de un "^ 
prisma recto, sabemos que: . , * ^ 

• El nutpero de unidades .cubicas de volymen en owalquler 
prisma se obtiene por la formula % 
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donde B es el ^umero de unidades cuadradas del area de su-.b^se y 
h es el numero de unidades de longitud de su ajh^ua^. ^ 

Por ejen^lo, la base del raodelo 11 es un triangulo rectali^ui 
cuyos lados yi^nen aproximadamente 2 pulgadas y 2^ pulgadais <de 
Icingljtud. y«^erifica estas medidate en tu modelo. El numero \B% de 
pulgadas jmadradas del area: de la base es, por consiguiente^ 

. B = |(2)(2{) -I ' . ^ " , / 

Entonces el toa de la base es f de pulgada .cuadrada. iPor (iiw4? 
Hallaras que la altura tiene 4 pulgadas. (Obserya que esta loi?- 
gitud no es igual a la de las arist|s laterales,. que es de. 4g . • 
pulgadas.) . Entonces h = 4. " . i 

y el volumen es .9 pulgadas cubicas. 
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- pulgada cwblca, modelo 1, 13.eha 
con " 9 oargas " cdmRXe^as^^ <^^^^^ \ , ■ > » , • , 

2-. \ana arista l|Lteral un ^jprisma recto i^a altura del; | 

prisma? i,?oif qa6^ \ \ , - * r : ' ^ 

3, iEs Hma arJLsta lateral de w^prl'&ma otoltcuo'^in^^ del 
prlsapa? iPor qwe? • . n % . . . v - 

Para hallar ei vbliimen de ian prisma obilcuo. un estu'Q^ 
accidentalmente. usa la ,lo3^j^p(3 d^^^ lateral en 

*lugar de la. ailtTlft?a del prfaoaa. \J31 no cQmete. otros erroipes,^ 



isera su respuest^ ;d'^|9.siado grander o demaslado pequeSa? 
5« iDeben ser Gongrueiite*.|fo:(3aB .laB aristas lateralea de^un ♦ 

6» Dq« oaras de un prisma s^^Haman adyadenteos ^ tlenen uxia • 
^ . arista irateral^oradn, Muestra qu^ si^ dos caraj9 adyaoentes. 

6e viYi prlsmfe rectangialps^ el prisma es recto/ ^ 
7* Muestra que si una a^rlsta l,aterltl de un prisma es congruente 



I con su -altura. el\^risma es recto. 



8» ^1 se jSupiica la aittjra de yn prisma, sin altorar nl su base 

nl sua fibfigulbs^ i<5ual es^el efecto sobre el |roltimen? 
9» ^ Si se duplican todas las aristas de tiin prisms^ re ctagigular^y . 
se deja, Invariable su forma, ^como varla -el voiumen?* 




1 1 -5^ V ^Pira mldea • ' , , , ' ^ 

\ Cons'Mhiye y examlna culdadosamente 'los cinco modelos 15, 14, 



15^ 1^ y 17» Son ejemplos de piragjLdes. ^Qu^. propl^dad comiin 
.observas en ^sos cinco modelos? ' * ; 

Puedes ot)servar en cada caso que ''se trata deNma figura dh^ 
J;en1 da . imlftndo .^los. vertices de un pollgonq cim^un.^ 
esta en su piano, itormaodo de ^esta maneVa triangulos^S pira- 
mlde coni^iste en las reglones triangulares cerradalf y en ^ 
region ^cerrada djel pollgoho original. region cerrada del 
pollgono original se llama base de la piramide y las otras caras, 
caras lateral gs ^ El punto^ al cual se unen los v^rtiJies del. ^ 
poligoho sfe/llama cusplde de la piramld^, (Muchoa lloros llaman 




v^rtlce de la plr^teiae este punto, pero hemos escogjicio el tdmlia^ 
' ^ "c\jlspide" porque todsj. esqulna del" pollgono tarablen se llama v^r- 
tlce;y,-Las arlstas que se encu^ntrepi en la ciisplde se llaman 
arl 3 ta3 1 ateral es . . Por eJ«mplo, % . * 

*en la flgura de lai derecha, la 

iSase es el interior del cuadri- * 
•iatero ABCD; las* carae lateral es 

son l§is regiones cerradas de los 
. tri^bigulos ABQ, BQQ, CDQ ' y 
' . MQj las aristas*^ lateralis s^n 1 
. <35 y ^5^5 y la cusplde a . " ^ 

es .sQ. / • • / ' ; , , ; . . - ■ . ' 

'.Sefiala las bases, caras lateraleg, aristas la1;erales y la 
c\5spide de cada/ uno de 16s modelos l4 y 16. , • 

^ Observa qxk en los TOodeios 15, 15 y l6 las bases son regio>- 
' . nes * cua,dradas ^eyradas. Esas piramides se llaman ■ cua'drangulares. 
---T"B& tttodo--aiTalotfo,-ei^^*^ 14 es una piy^lde n^6yag5mx ;»*:^l\De''qtt^' - 
clase de-plr^ide es. el modelo 17? i Par que?' . 

''Aunque probablemehte no "habrla reparos a la respue^ta de la 
■* uitin^ pregunta, podrla liaber desacuerdo al identlficar la baae.- 
Puesto'qflie tod&s las caras son reglones *trjLangulares ^erradasj 
icomo distinguimds cual esf la base? , La respjiesta, por supuest'p, 
-bs que no podetnos distinguit*la. Cualqulera de las cuatro caras 
. 'puede, servlr de base, .,de manera que esta flgura puede ser donsj-r * 
dej^ada como ♦piramide triangular de tres maneras diferentes^ (Com- 
* para^ este caso con els^del j^araleleplpedo que ue puede conslderar 
winp prisma de, tres maneras/) Debldo^^ que esta flgura tiene^ 
ex?LctaiHente cuatro* caras, se ^ia llama Igeneralmente tetraedro , Vxx 
tetraedro con su Interior s^ llama a Veces ujn -5-slmplex, ^©wftQ^^^e 
fexpllco en detalle en el Capltulo 10* \^ 

Ahora mlra nuevaipehte los clnco modelos *de plr^ldesT En ^ 
cada caso/ Imaglna el ^egment-o trazado perpendicularmlnte, d^sde la^ 
cijiBplde al piano de la- base. Este segmento ^^e llama altura de la' 
. piramlde, y el mismo nombrW* se usa para su medlda, deduclendose 
• . ticival'mente del^cftntexto en qu^ sentido se esta cons;i.deraodo cada 
vez. f Compara las. aituras de los modelos 13, ^H\ 15 .y ,16. SI - 
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-coiooas una' regla sobre elios podras estimar mQjor sus alturas, ■ 
^Encu^ntras que los njodelos tienen al turas^ iguales? Elj modelo . 
17^ tienfe cuatro alturas, que dependen de la cara que" se tojna 
. como ^ase* Toma como base la region triangular mds pequefia y • 
compara-la altura cdn^ la de los otros modelos. iTe parece qu6 
los 6lnco modelos tienen la mlsma altura? 

No. siempre eg fdcll Imaglnar ddnde esta 'justamente. el pie 
^e la altura de una plraml;de. En uno de los kodelos la altura 
coincide coii una de las ar^stas laterales/ j3e manera que q1 pie 
•de. la ailtura es un yertlce de la base* Locallza <el modelo*y la 
a,rista. En otro madelo el pie de la altura e%ta completamente 
fuera de la base. iOw^ i^ftodelo es? Para los otros tres^^epi pie 
de la altura esta en algijn punto en el Interior de la base. 

Las piramldes mds slmetrlcas se llam^ plramides regu lares . 
Para ser regular^ una i)lramlde debe reunlr dos condlclonesj^ 
Prlmero, su base debe ser una regldh pollgonal regular cerrada. 
'(^>61fgon6^^ es jano cuyos lados y angulos son congruentes 

entre si. ) < iCuales de los* modelos cumplen la prlmera feondlclon? 
Segundo, el pie de la altura debe est ar en el centro de este 
poilj^ono regular* ^Cuales de los modelba te parecen piramldes 



regulares? • ^ 

•En los probiemas slguientes se mue^tra qiae la segunda'' condi^ 
ci6n es*en realidad la misma que declr que, las r-arls^.a§. late rales 
tienen todas Igual longitud, hecho que es f acll de •reconoeer U • 
l3lmple vista eij el raodeld. ^ 

. . ^ EJerclcio^ 11-5^ ^ ' 

X. Observa 1^ flgura. Se supone » " 

qu^ pg:*esenta una piramide- pen- * 
tagonal regular o6n c\aspide A 
' y altura Cqmo Q, est 4 eh 

. ^el centro del pentagono, esta a 

la misma distancia de 3 que 
^ de T. Supon que tieng 4 • 

*pulgadas de longitud y ^ y 
' / . QS tienen ^3 pulgadas, di .longi-- 
tud clida iino. 




% 
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(al ic<Jm9 fiuedes hanar las lo^^ "SS y de "KF? 

tb]t ' 6,cJtikies "son las I'ongltudes? '^Jj- v 

(c) " i/S^^n&n l-S^. .y W iguales longitudes? f . 

(d) ^35^ el tri^oigulo AST Isdsceles? 

(e) .^Puede tisarse el razbndmiento sgiterior para mostrar que 
o ij^s gLri^taa XateiJ'ales tienen la mlsma longitud?. / 

(a) , ittepende el razpnamiento .del ultimo prqblema del hecho de 
que' la base ea *una regi<5n pentagonal , o* valdria Igual - ^ 
Ihfente para toda region polifeonal regular? . • 

(b) ' ^^Depend^ el razonamlento de las longitudes partlculares 

dadafe^ o se podrla aplicar a longitudes cual^qialera? 
(o) Completa e-l slgulente emncladp: • 

• . \ Si una plreij^lde es regular, ^ehloriaes sus 
' " soii ;todas congruentea. 
Vuel'\)^e a la^figura del problema 1, con base pentagonal regular, 
'pero esta*vez suppn que sabeinos que todas las arlstas laterales 
tienen la misma; longitud, pero no sabeinos djSnde esta el pie Q* 
de la altura.' Concretando, supon que la ^tura del prisma (es 
decir, la longitud de AQ) es 12 pulgadas, y que cada una de 
las arlstas latej?ales y M tlene 15 pulgadas de^largo, " 

(a) tComo puedes hall ar las longitudes de ^ y QJF? 

(b) ^Quales son esas longitudes? - 
tc) ^Son iguales? / ' ^ ' * 

(d) ^Puede usarse este razon&niento- para mo^strar, que las dis- 
tancias de Q a los oinco vertices del pollgono son 
iguales? * ♦ * 

(e) iPrueba esto que Q es el centro del polfgono regular? 
(r) ^Es la piramide regular? , ; * 

(a) iDepende el razoriamiento del problema 3 las medidas 
par tieul ares y del heohd de que la base as un- pentagono? — 

(b) » -Si yio es asl^ complete el siguiei^te enunciado: 

en \lna piramide que tie^^^ como base la region 
cerrada de un^poligox^ regular, ids * , - , . 1 
* sorf todas de igual longitud, entonoes la piramide 
, , es > . 



.Construye uri modero de un tetraedjra en el cual las ciiati^o 
" capas "sean reglones triangulares equilateras. Tal figura 

se llama> "te traedro reg:uj^ . \r 

ta) iCuantas alturas "fcne un tetraedro y^gular?. 

(b) ^Eaafe. alturas de^.un tetraedro regular son 

Ba base de ung^ plranilde penta- ^ V 

gonal regular tlene 16 pulgadas 

de lado. Si ckda.una de las p 

arl 3 tas late rales tiene 1? . 17* 

pulgadas;^ calciila el area 

lateral de la piramlde (la * 
* suma de las areas de las 

cinco "paras, laterales)* 
. (Sugerencla: Tra2sa el segmento 'Wi 

pianto media de un lado^ del pentagono 




de la cus|)ide A al 
Esta es la altura de 
esa cara triangular. Su longitud se llama la apot^ma ^xjle la 
plr^ide regular* En la figura- 



10 pul 



Su apptema( consult a el /problema ajiterior) 



donde s desi^ia la apotema* ) 

Una piramlde cuadnangular regular tiene una base de 
gadas -de Is^do* 
tiene- 12 pulgadas ♦ 

(a) Calcula su area total (suma del area de las caras 
laterales de la base). 

(b) Deterynlna las longitudes de las aristas laterales. 

La base de una piramide cuadrangular regular tiene 10 pi4s 
*de lado. La altura de la piramide mlde 12 pies. 
(^) Oalcula el area total. 

Betermina las longitudes * 
de las aristas laterales* 
(Sugerencia: iQ^^ disr- 
tan-aia hay ^de a \M? 
Usala para hallar la 
apotema* ) 




11 --6* VoltSmfenes .de las plramides . \ * 

^Podeirlbs ahora hacer airlgo para hallar loa volumenes de^ lai 
plramides? * . ^ - ^ 

En el est^dio de Iob prismas nos sldo i5til considerar * 
modelqs TojpaWs con pllas de Jarjetas, Quiz^ querrlas const rulr 
-un model o ^nalogo para una plramide. Si es asl, tpma un cartdn 
jgrueso y -haz una serle de plezas cuadradas para apH*arlas una 
sobre otra* Como sugerencia, poh al fondo*una pleza de .5 pulga- 
das de lado, la slguiente. de 5^ pulgadas de lado, etc* , reduclendo 
^ de ^pulgada cada vez* Teorlcamente tendras 48 plezas cuadra- 
das, pero en^realidad debes'^omltlr las que* estan muy arrlba^ pues 
^erlan TOuy pequeKas para laanejarlas* Sin Embargo, deberias poder* 
iTegar por lo menos hasta un cuadrado de * 1 pUlgada {Je lado. Para 
eVltar que las plezas se calgan cuando mue\cas la plla, haz un agu- 
jero en el centro de cada una y luego pasa por ^1 una cuerda, de 
pref erencia elastlca, a fin de sujetar firmemente* las plezas.* ^ 

.*\Bi quleres construlr un modelo mas grande, comienza' ^on un 
cuadrado* de un pie de lado. '^Entdnces tendras el doble de capas y ^ 
neces^taras un carttSn ocho veces masHgrande* N/Un modelo de lujo 
podria^hacerse recortando las reglon^s*' cuadrada^ de una pleza de 
masonlta de" ^ de pulgada, o^ de otra madera semejante. El modelo 
mas grande exiglrla un poco'mas de '52 pies cuadrados de material , 
y el modelo mas* pequeflo, un poco mas de 4 pies cuadrados^ 

Tales modelos te sugerlran de manera convlncepte una plramide • 
cuadrangular, a p^sar de las lrregu][^ridades c^n las ^arlstas como 
en el caso del prisma.* Desplazando lateralmente las plezag, puedes 
hacfer que este modelo tome japroxlmad amen te todas las formaa de 
plramides cuadrangulares* Cuando las plezas cuadradas estan apl^ 
ladas con sus agujeros centrales dlrectamente enclma uno de btro> 
-aparece como una plramide regular pareclda a nuea tro modelo* 15, 
X>esplazando las lateralmente, la cusplde ya no estara sobre 

e^i 6ejjtro de la base, y probablemente puedes desplazarlas. lo sufl- 
Clente para que la cusplde est^ sobre yna esqulna de la base, como 
en el modelo 15> y ^un posiblemente hasta la poslcion del modelo 
16 en que la perpendicular desde la cusplc^e esta fuera de la base. 

En todos* estos movimlentos, evidentemente no. hemos camblado nl 
la base* de la plramide ni su^altura, la que es, despues de to*o. 



exactamente Igual al esjjettfor -de nuestra pila de giezas cuadradas, 
Ademas, no hemos cambiado la c an tldad de. carton en la pila. 
Parece, pues, un touen preBentlmiento el .que dos piramldes cuales- 
■jiulera ooii baaes congrue^tes y alturas congruentes tengan Iguales ^ 
voliSmenes. . . . .* . " . 

Probemos esto aJiora 6on los modelos 13, 15 y l6 que tlenen 
bases cpadradas congruentes y cuyas alturas son Iguales, como . 
^^iTQOS anteriopmente, Llena ^ mpdelq^ 13** con sal y vaclalo en el 
modelo 15, y Itiego en el 16. .^Conflrman tus resultaclos ^1 pra- 
sentimlento anterior? Sobre la base de este experlinento y de la 
evldencl^ de niaestrp modelo de carton, escriblmosi la ,s3<gulente 
propledad: ^ ^ • ' ^ 

. Propledad 5^- 33, dos piramldes tlenen bases congruentes y 

alturas congruentes ^ tlenen ^ Ag^Aales^volulnSrIes * 
Sin embargo, para ^hallar el volumen de \ana plramlde, debemos 
^compararla oon alguha- f igura cuyo volumen yk conocemos* Como ex- 
perlmento tpma el modelo 15, la piramlde quadrangular regular y 
el modelo 4 del prisma recto rectemgular. iQu^ relacl6n bay 
entre las bases de estos dos modelos {si tomamos el cuadrado p<e- 
queao Como bas.e del modelo 4)? relacl6n hay entre sus altu- 

ras? ^Esta^ de acue'rdo en que tlenen bas4s c'ongruentes y alturas 
iguales? ^Evidentement^, el interior del modelo 4 es mucho^mas 
grand e que el Interior del modelo 13, pero ^cuantas veces mas 
grande? J^ilena el modelo 1> con sal y vacfalo en el modelo 4» 
JRepite la operacl6n hasta que el modelo 4 est^ ll^noJ Segun el 
resultado de este experlmento, icuantas_veces mas grande es el 
interior del modelo 4. respecto del interior del modelo 15? 

- Tlepite el experimento con los modelos l4 y* 5. ^Obtienes \ 
el mismo multlplo en este^caso? Haz up tercer f.nsayo con los 
modelos 17 y 5/ Sobre la base de estos experimentos, ^estas'^ 
de acuerdo con la siguiente propiedad? 

Propiedad 6 . El volumen de una piramlde ^ssL un tercio del 
volumen de un prisma cuya base es congruent e 
con Aa base de la piramlde y cuya altura es- 
\ igual a la altura de la piramlde^ 



tJomo sabemos calcular el* volumen de un prisma, podemos'* 



/ . • • . * ■ • , 

^acribir'la 8lgulen.te forrnula para el yolxjmen de una plramlde : 

dc&ide «B represeintftL el numero de jinidades. cuadradas de area, de la 
iDase 2. ®1 numero d^ unida'des .de longitud de la alturat 

' ..^ / ,v - ; . 

" ■ * Ejferclclos 1 1 -6 

1. Calcula el Yoliamen de las piramides cyyals dimenslonee se In-* 
dican: . » > . , > • 

(a) Area de la base = 12, pig. cd. , altura =^ 7 plg-* 

(b) Area de" la base^^ 100 cm.^, altura = 24 era. 

(c) Area de la base* = l4,4o6^i^s cd. , altura = 60 pies. 

2. m modelo,~T5 tleiTfe una base duadrada .de 1^ pulgadas^de lado 
y una al^ura-de — iU4)ulgadaal Cpraprueba estas medidas" con tu 
modelo. Luego deterraina el volumen del modelo 13. • ^ 

5. iGual es la altura de uljia piramlde cuyo volumen es ^4 metros 
eublcbs y cuya base ea un cuadrado de 9 met^ros 'de lado? 

4. I.a ijlramide de Cheops en Egipto t;iene 480 pies de alto^y una 
' base cuadrada de* 720 .pies de lado. ^.CuantosVpi^s cubicos de ' 
piedras utllizaron en su construe cion? (Supoif que la plraniide 
ee afijjyda. ) ^&Cua ntas yardaa cuSlcas? 

Calcula el area total de 1^ i)iramide .triangular regul'ar cuya 
arista lateral mlde, l2^pul|adas. '/ ^ 

frfe. El lado de ,1a. base cuadrada de la plrami'de se dupllca al 

mismo tiempo que su altura se reduce a la ml tad.. iComo yarla 
"«1 volumen? • ' - * , .* 



11-7, Conos ^ • * * ' 

Quien ha tomaQo' un eartucho de helad6s«^lene alguna idea de 
la f igura llamada conoy o mas exactaimente cono recto oircular. 
Dlbu jemos una circunferencia xle centrp C, como se indica a con- 
tinuacion, y sea V' un puntd qu^ no est^en el piano de la clrcun 
ferencia de juianera que el segmento W sea perpendicular a ese 
piano. * ^ * , . . 
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Si se traz^' lost segment OS de V a todos los puntos dd la clrcun'-! 
f erencia'iSj.a reijnidn de todos esos segmentos, Juntamente con la 
regl6n clrculay cerradfi, 3^ma un cono recto c'lrcular. La region 
circular, cerrada se ll^a la base del conOj y la reunion de los 
segmentos" es s.u sliperficie lateral . El punto V s-e llama v^rtice 
*del cono. ' En* la descripcldn- 6Qno recto circular , la palabra 
"circulp.r" indices. . que la bas6 es la region circular cerrada, y 
la palabra "reeto" 3lgnlfl<ta que Vt? es pei^endicular al piano 
la olrjanfet^nolA* GDUjLSidejramb^^aQul solaffl^^e cones rectos 

sera para 



'^cono^' 



lo^^^^aqu^ 

clrculares, y cada ve2 que se use la palabra 
ref erirse a uno de este tlpo. 

El ^segmento W se llama la* altura del cono, y la longitud 
de' ^ste segniento es la medlda de la a^l^tura d^l ccgjo, 'SI Q es 
un punto de la clrcunfer^ncia, ^q^^ clase de W^angulo es VCQt 
iPor qu^? Si conocep la medlda de la' altura del cono y el ;radlo 
su base, . iPV^ede^ hallar la longitud- de VQ? ^Como? Si R ' 
es otro punto de la circunferencia, ^tlenen VQ ,y W la mlsma 
longitud? Los segmentos de longitud constante que unen el vertlce 
V coa los puntos de la clrcunferencla se llaman generatrices dej. ^ 
cono* 

5i h . es el numero de unldades de longitud de la altura' 
del**^cono, r el numero de uniQades de longitud de su radio 2. s • 
el numero de unidades de longitud de su genera triz, escribe una 
ecWeidn que relacloii|e~ ■^to^ 2^ s. "Si conoces ^o^^^ cualesquiera ' 
die esos numer^S, ^puedes M^lar el tercero .mediante esa ecuacion? 
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A modo de ejeijjplo,- su]p6h que* 
el radio de la basSi del bono es ^ 
10 ipulgadas y que su altura mlde 
t^^l pulgadas. ^Cual \es la longl- 
tud de la generatrlzV ^Es 26 
puigadas? . • 

Construye. y examina el'modelo 
18. Sefiala la base, el v^ptice y 
la superfy.cle lateral. iCual eih 
la longltud .aproximada de la , . 

generatrix? ^Es de unas ^ pulgadas? ^Es el radio un poco menor^ 
de una pulgada? Espriblendo estos n\5mer.o3 corao decimales y re--< 
dondeando a una %ift& decJ^l, podemos tomar la longitud de la 
generatrlz c^o 4. 1 pulgadas y el radio comp 0.9 de pulgada. 
Iqu^ altura Wene el modelo?. Debe^ser un numero natural* exac to, 

. iComo pddemos calcular el volumen de un cono? Supon que ^ 
segulmos el rn^todo usado'para l^s plraraides y xsomparamos un cono^" 
con un bllindro de la misma altura y con *la base de igual tamafto. 
• T9ma los modelos *l8 y. 8. Coir^aira bus bases. ^Son los clrculos 
del ralsmo tamafio? iTe parece que ambos modelbs son l^alment'e 
altos? 6C6mo lo compruebas? . * ♦ ^* 

Ahora llena con sal el modelo 18 y vaclalp en el mbdelcT 8, 
Continua esta operaclon hasta llenar el modelo 8. . Sobre la base 
de este experimento, ^cnjiantas veces mas grande es el volumen del 
modelo 8 respecto del Vcjlumen del modelo 18? Esto iluatra la . 
sigulente propledad: \ " ' , * 

Propiedad 7. El volumen del interior de un cono es vun tercio 
* del yoj-umen ' de un cilindro que tiene la misma 
altura y ' cuya base tiene el mismo radio . 

.• jComo ya heraos aprendido a calcular el volume n de un tfilindro. 

obtenemos la siguiente fcjrrftula para el volumen de un cono: 



V = 4-Trr^h 



Cdtao 7rr es 



B, el numero de unidades cuadradas de area, de 

4 



la base, la formula puede espribirse asl: 

V = 4-Bh 
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Iia comparacion de esta propledad cqn la propledad 6 mugstra que 
tenemos la mlsma regla para calcular el yolumen de tkn cono que 
para oalcular el volumen' de una plramidejr 
N A;.inpdo de' e jemplo, toitia nuevamente el cJ^no antes menolonado, 
en el que el radio de la base tenia 10 pulgadas y la altura media 
>24' pulgadas, aitohces r = 10, h = 24j asl la formula anterior 
.da . . - 

' • ^ V : V = iTrClO'^)(24) = SOOtt 

y el volumen es . SOOir pulgadas cublcas,. esvdeclr, lanaa 2,512 
pulgadas, cublcas. * ^ ''*.'♦* 

Area - lateral de un cono • . s . 

Para hallar^ei area lateral ^^e urv cono, mlra jel modelo l8. 
^Sl hacemos ??odar ^1 cono sobre un piano, el *area lateral- se apllca 
sotre un sector de circulo como se muestra en la f Igura de fese 
modelo. >(Observa que un sector de clrculo esta llmltado pordos 
radios y una parte de la clrcunf erencia. )• Es declr, el modelo^ 
que tiene, esta forma " : ^ ' 




se apllca sobre un sectt)r de clrculo como el slgulente: 
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El area Ijateral de un cono tlene la misma mecJlda«»que el area de la 
region .soTi*i*eacla que tratamos de entcontf'ar. Los dos puntos fiia:3?ea- 
dos con la letra en la f Igura provieneil. de un mismo punlK) del 
modelo* Se muestra el res to de la clreunf e3?encia en llnea punteada 
para hacer mas claro nuestro,>azonamlento. Sea s' * e-r niimerd; de 
unidade& de longitud de la genera triz del cono y • r el numero de 
unida'des del radio de su base* ^ 

^ Ahqr^, %i un- sector de clrculo como el que tenemos arrlba, el 
area^ea proporclonal al krcp. Por ejempld^, sl'^eX arco entre los 
dos puntos marcados con Q es un cuarto de la^Mrcunferencla, ; 
entonees la regldji sombreada ^s un cuarto del clrculo* La longitud 
de la clrxjunferencla es 27rS| su area es jrs^* Si L; representa 
\ el i^jJmero de unidades cua4raelas de la region s^pmbreada, . pbtenenloe 
la sigulente proporcion: ^ * 

Zirr , L 



/ " 2 * 

SI .inultipllcas ambo^ miembros *de la ecuacion por tts , l^i^B valor 

enouentras para, L? ^ * * 

. Este razonamiento jiistiflca la Sigui^nte^^conclusion: 

* Propledad 8* Si ^ la longitud de la generatriz - de un cono 

^ . recto circular ^s^ s unidades el^ radio de *su 

^ ' * base es r unidades ^ el numero L de ^ unidades 

. cuadradas de^su area lateral estd dado por esta 

^ foCTiula : * I 

Como ejemplo/— tomemos nuevamente el cono de 24 pulgadas de 
alto y cuya base tlene un radio de ^10 pulgadas. El calculo de - 
la longittfd de la genera triz nos dio 26"^ pulgadas. fen ^ste pro- 
blema tenemos, por consiguiente, r = 10, 26, de manera que 

^ L = ir(lO)(26) = 2607r « 8l6.4 

y el. area literal es de unas 8l6. pUlgadas cuadradas* 

Ejercicios 11-7 

!• Si * T representa el numero de uriidgtdes cuadradas del area 
total del cono (incluyendo* la base), escribe una formula^ para 
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> f. . . • , . . « . . : > " / - • . ' • 

■ 2. La generatoflz^dertmi. feono tlene 12 pXhs die lidrg© y «1 radio 

■ * ■,■"•■*».'. , ~ ., - \ ■ ■ ■ 4'- " . . • " . ■ " 

\- . <Je su l59^e' tiene > pies. * De-termina sua areas. Ifbteral y 

* _,.tot;aX^n tdrmlno.s de tt,."' . .V , ; 



3fe*; J Un ooilo triene 12 "pies de alto y la il'ongltud -de st^ generay^ 
V * ' %Tlz ea ^ H S.^pieS'^ G|l1 ciila \^el ^ 3?adlo*, la# areas lateral , y . 



tptal y el voliapiefiv ^ v 

4V El radio :jc(e la base dfe un cono tlene 15'puJLg4dks y su ^ V _ ; 

* VQlumen 2.^70Qt p\51ga3ias cublcaB* Calci^la las loiHigltij^.e 
^ SM aitura y de svL^geneTQ^i^z^^y el'^ area.'^lat^erali -r" 
Sea c , el ntoero 4e widades* de^o^gitmtl^ de^J^a' circus 
J ' de la base de^n cono recto circular,, Muestra qpe el area . ' r 
^ lateral de este cono se^ ca]^iila*"po3c** la. fdrwiii;L4* v ;^ 

• * % * ■ , - ; . . \- 

enjjue s es la longltud ^e la generatrix.* * * « 

6. Vuelve al problems. 7^ ^JerciSios. It-^^-T imiestra que ^ara * 

una jplraml<Je p'entagonal regular^, *^el area lateral est^ dada 

^ P^^ , *. ^ * . ... • . ^ _ . - : \. 

donde p eg el/ni«mero de unidades .del perlmetro de la base • \ 
' s es la altura de cada cara. " ^ 

. 7. ' {5ue&tra por que "^p. fomula del' problema 6 es vdllda para 
tpda plramlde^^ regular. H^^f ^ 

Busca una relacioi? antre^ las formulas de-los problemas - 

\9. Supon^ que en e\ dlagrama deL modelo/ l8, el angulo ^s 216"* 

en i^gar de ^y^O^ , y la genera trlz es 5 pulgadas en lugar ^ 
de 4^ pulgadas, Calcula el area lateral del cono. Calcula 

^--^ su^^^^volumen* ^ ^ ^-.^ . \ 

10* Construye^ log modelos ^19a, 19b y 19c. En i^ealldad/ 19a 
y 19b son Id^ntlcos con ^xcepcldn de^ j€ts le-^ras, y pueden 
recortarse al mlsmo lilempo. Asegurate de que las letras. 

. * . est^n blen puestaB^ pues necesltamos identJflcar los dls- 
tJLiitos vert^lces. Observa que, aunque las letr^is. no. se .re^- 
fl^ren a 'angulos parti c^l^res,* deflnen un v^rtlce partJf&lar 
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41-8;.: I>3>eeccl6ii de un prisma .'^ / /. 
, pe acuerdp con nu^syros esgperimentos coi^ el volumen, 

T. ' de una plrdmide es tip tercio del voitiineja de «n prisma que tiene la 
iijsm^a' altura de^la plraraide y^cu^ ^ase es ,congraente coa la ba^e . 

* *- :de la plian^id^ Es .nat^rscl tHg^nta^^ podembs vec. esto mlsmo. 
. . : reuhiendc^tres/piramldes Idf^^ ei: prisma. - 

v . . ^por desg3?aQia, una'brevW experi^ncia parece moscbrarn.os que* esta no- j '-^ 
: . es po'slblfe/- Sin embargo/*^]^d.QOios .©onseguir ^na. especie de susti- 

' * ' tuto, -»como veremos. » ' . \ . ; . > *' - 

' . ' •Exapina'lo3%odeios '19a, ^19b- *y • 19c. ^odoa- ellos. son te^a-' - ' 
' * edros, q^riaraas triangulares. - Primero cqmpara l^s inodeloS 19a y , 
: jgb: ' i&e relaci6n. hpy entr^^a cara • (ABG) del modelo 19a y la ; " 
'..cara (iSKQ) . d'ql Vodelo l9b?'^ i^*^ relaci6n jiay*ei3|^e sus alturas 
.si consideramos esaa caras corao bases? -, 

tas son ur> poco-^inutilep, puesto que ya sabemps; queries moldes son - , 
id^nticos* para- los dos ipodelosi: ..de mane ra que sua B«|didas deben 

• coinold^rl ) En'todo caso los dos tetraedros (i^C^) y (QRSG) 
' (modelOB .t9a . y 19b) lllenen dus Intejjior^s con igual* vol^^ 

* V 'ittiora compara los mode>os*.19a' y 19c. *pefini'tivam^nte 

* • haCLlamos qi»e estos ipod^los no se parecem Sin embargo, • eoii4>ai*a la ; 
^ ^ cara yTfeBQ) ^ W:*^deia^l9a* oon.la ckyi .(BCfl^). de ^19c. ^Encuen^ 

" tras que son.o€fngruent#ar?^ Qolcwia los. modelps. sobre-ei^-es^critorlo. 
con esas caspad" en contac.to con el tablero.-- Observa que en estas" 
po&idlon|s puede^ aproxiraar los mod.elos de. manera que*.las dos caras 
marcadas CpCQ) coj-ncidan. ^Que puedes decir de las alturas de 
■ ' ^sto^ dos modelos Guando se colpcan en esta poslci^?. x tos modelos- 
y. 49c/, duandoL se miran de. esta manera^. son jjM'a^^des tri- . _ 
' ^gular^s con bases congruentes y alturas tambien cpngruentes. - .; 
, ^^u^ puedes decir sobre sus vplumenes? ^Que propiedad e^ 

^ usapdo? V • ^ . • • • . . , " \ • " , 

\ , /, Deberlag concluir que 'ids tres motSelos l9a, 19"b y l'9c 

• ^^-tllenen iguales volumenes. Ahora Junta los tre^ modelos de manera 
que "las caraa (BCQ) ' de los modelos 19a y l^c . coincidan, y*que 
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' las caras <QRC) 'de los modelos >19B ^ y 1.9a tambien colncldan. 
iXJual es la If tgura* resultants?" ^Es un prisma triangular? •* • 

• Entonces estos tres modelos de voliSmenes Iguales pueden : 
re\jnlrse para formar un prisma oyya base es la mlsma que la cara - 
(ABC)' del modelo 19a, y cuya altura.es la mlsma que la de I9a. 

. Eato oonf Irma el resiiliJado. enunclado en Xa propledad 6. En reall- 
dad, estff materlia hV;sldo tratada en el Capltulo 10, pero- ahora^ 
eatamos particularpiente Interersados en los* volx^mehe'B ,de las piezas. 

$1 lraaglnara(5| flue el modelo T9a ha- side dado orlginalmente,. 
padertos pensUr qufe los -modelos 19b • y son dos tet:^edroB \ \ 

mds, cohstruldos <^e manera 4ue tengan el mlsmo volumen^fee I9a, 
"y que puedan ser'comblnados con l9a - para'.cdnstrulaj un p^cisma ' 

/<fe la mlsma base y altura. . En este caso particular la base de 

.19a es un ttfiangulo equllatero, y una de las arlstas laterales 
«s\perpendiGular al piano de la base. ^Se hublera pqdl'do tamblen 
hacer esto si (ABCQ) vfuera un prisma triangular cualgulera ? La 
respuesta ep si. ' * 
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f<»' Model© f, Cuba de una pulgada de arista 



Modelo 2, '•Media pulgada c^blca (no cuTdo 
de media pulgada cje arista) / 



7^: 



7"fN 



Modelo 3. Ciibo de media, pulgada de arista 
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' wModelo 4. I^riBma recto i*ectangulap 



1 2 . 



ii" 

2" 



iJ.". 

'2 




4" 



D/ 



■; I' - 

Jota ] 



7 



(Ndta para el eatiadXante : 
PXiede resultarte mas 
f dcil para completar el 
jaodelo haaer la^» aleta de 
la derecha Mas ancha que 
la que se liid^ca en el 
dlbujo. 



' 2 . 



o 

< 



'2 



' 2 
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Modelo 5t Prisma reel)© '"hexagonal 



11-8 . ^ 




II* 




4" 



\1 




i'^pta. para el ea tucllante : 
Pue^iB " resjjl tarte m^s 
f dc'il para oompletar el%», 
modelo hacer la aieta de 
la izqulerda mas ancha que 
la qiJe se iindica en el 
dibu jo. ) ^ 

,t. ■ 
: ■ ) ■ 




I" ^ 
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Modelo 6^. •Prisma r^oto triangular, (Haz lana copis gicli clonal ,^ * *^ 
v \ . - para el Uriataigulp de la base si^gperipr* ' Ponle sola-; / * 
mfente^ba* aleta de manera que^se pueda ^ibrir dicha 1^ 




■210 V 



\ 



. ... 
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> \,**»Modelo«'T-. ^ feplsma recto oon baBe-^^^bo'idjal (-tamMeft, paraleleplpedo) \V. 




II 



'2 



. li 



' 2 



4"1 



'2 



(No^a para el estudlante: 
Puede resultarte mas 
fi.cll. para comijletar el . 
ftodelo liacer la aleta' de 
la d^recha mas ancha- que 
la i que Indlca en el 
dibu3o. ) . 




er!c 



211. % 
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• • Modislo 8. • CHindro, 3recto cla?cular. (Dibujjsi la base clrc-alar con 
*■ , ■ ■ tu pro^lo* con^Cs> lasando* el- radio- que*s.e indlca en :ia • 
.'figura. Haz uijia bopia adicional" del circulo, , piaes hay' 
doss 'Isfases. J»ega la base inferior firmemente (con 
cinta engoinada) , pero sujeta la base superior solaifterite 
■\ en tin punto a^Jl'P de que se puedfa abrir facllmente. ) 



\ 



V 
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, , Modelo 10. PrisiBa oblic-uo con base romboldal (tambldn, ^. 




4X " 



8 



4i" 




.(Nota para el eslaAdiante: 
Puede resultarte tn^ 
facll para completar el . 
modelo hacer la aleta de 
la^ derecha rSas' ancha que 
la que se Indica en el 
dlbtj^o. ). j 



o : 
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Modelo ; 11. Prisma oblicuo ' trlaiagular. (Haz una copla adicional 
del tri^ngulo para la otra base. UaiBt" sjolamerite una 



aleta para soldarla,^ a fin de que se pueda abrir, ) 



75® 30' 



.8 



[99020' 



* 4 



8 



J 




^8 X 






^ 4 - 








. H 












( 




^8 . 








Al«to 
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Wodelo 12» pijisraa o.blicwo triariguiar. (Haz -una 'copia adleional . 

del trl&rigwlo para 'usarla.en la otra base. ' P^gala ; ; 
- ^ ,♦*■ mediante una sola aiet% a fin de que se pueda.alarir.) 
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Modelo 18* Cdno recto cirQ)j»lar. ' (Dlbuja la circunf erencia. y el 
' ^ arco' con tu propio coinpas us^m^^ los radios Indlcadbs, 

' \ Se feiupone que el radio* de la cj*rcunferencla pequefia 



.es el mlsm6 que en el inodelo 8» ) 
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Modelo 190 



•V 
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Los segmentos >estante§ ciaya longitud no se ha Indicado son 
de las mlsmas longltiudes qtie los segmentos de los modelos 19a y 
'19t) <S^!^ unen los mismos^puntost Es. decir, el segmento '"E^ de - 
esta f igura t^ene la mlsma Idngitiad que el segmento del , 

modelo 19a. * . . 

♦ »^ J' * 
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, " Reaumen de las prppledacies dadag en el- Capltulo; 11 . . 

Ppopledad 1. Si "uii recta "es- perpendicular* a dos reotas dife- 
rentes <qi\ie intersecan determinando »n piano, es perpendicular 
ill piano. * .\ . 

Propiedad 2« El aegraento mas corto desde un punto^Q que se. 
halla fuera de un pl?ino r al piano i^,^ es el segmento perpen- 
dicular a" ese planQ. . . 

, Propiedad ^. SI dos pianos son- paralelos, las distancias' 
. .perpendicuiaresV ^ di'ferentes pyntos. de un piano al otro p^ano 
^- son iguales. ^ v . • ^ / 

Propiedad -4. Si dos prismas tienen bases congi^uentels y i^lturas \- 
- . 'iguales, tienen yol'iAmenes . iguales. ... 

Progiedad ^. /Si dos piramides tienen "bases congruentes y alturas 
congruentes, tienen iguales volumenes. " • * 

Propiedad b> El volumen de una -piraraide es un tercio del volumen 
de un prisma ^ya "ijase es congruente con la base de la'piramide y 
. cuya altura es J^ual .a la altura de la piramide. (V = jBh, donde 
' B ig6presen1:a" el nilmero de runidad^s cuadradas de. area de la fease 
, ^ h el numero de unidades de longitud de la altura. ) . 

^Propiedad 7. El voiumen del interior , de un cono es un tercio 
del volumen de un cllindro que tiene la misma altura y cuya base" 
tiene el mismo radio. (V = "^Trr^h d = ~Bh) 

■ - Propiedad 8. Si la longitud de la generatriz de un cono recto. 
circular es a unidades y el rafiio de su base es r unidades, 
el numero L -de- -unidades cuadradas de su area lateral esta'dado 
por esta formula: ' • 

. • .• " ' L = TTrs : . 
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12-1, IntroducTolon v • . . • . 

SI se nos pide'describir la forma de \ma mohecla;j ; podrlamos 
declr que es "redonda"^ r/Bero esta descripcidn es vafea. Para dee[- 
.criblr la*^ f6rnia mas exactamente^ deberlamos ^eair quie es "circialar" 
Esta descripcidn mas €(xacta porque ya has aprendldo una definl- 
cidn preclsa de; circunferencvLa: ~~~ 

Una* circunf erencla es un con^nto de puntos de wn piano; tales 
que tod^s Jos puntos del oonJunto HBst^ a*Ua irilsma dlstancia de un 
pun to particular P/llaraado centix). 

. ^ Recuerda edmo se utili?a. un colmpas para dlbti^ar una olrcun- 
ferencla de xjehtro y radio, dados.. La punta del*compas se coloca 
en el centi^. El cowroas mantiene la punta contlene el. iapiz .a 
una dis.tancia constante (el radio) del cent370, a medida que trazag. 
la circunferencla. 'j.lamamos " circunf erencia" al dibujo, perb el 
dibiijo solamente. representa la cjfrcunferencla, asl^ooipo el dibujo 
de un sei|mento de recta represfenta el segmentd iae recta. • 

^ Cuando hablamos de circimferencias, nps rifef erimos a puntos en 
uh piano. Sup6n que consideramos to^os los. pui^tos en el espacio. 
iQu^ Bubconjunto dg puntos sugiere la siguiente descripcidn : 
"Un con Junto de puntds del espacio, tal que cada punto del con-» 
Junto, esta a- .la mlsma distancia de un punto particulaf" ? Este 
conjunto (^.6 puntos ,seria"ilias que una eircunferencia. Tendriamoii - 
una superf icie, como. la de una bola. Llaraaremos " supeyficie 
esf^rica a tal superfieie. El punto particular a paytir del c^al 
se midelQi las distancias se llama centro' de la superfieie esf erica. 
~Aiguien"*podi^-a "decii* .qu^ es ta-superf iole^ i'pe^Ffectamente^ ge d o nd a' 
pero sefla mas preciao llamarla "superfieie esf erica". < ^ 

JLa superfici^ de la tierra es una repres^ntacion bastante 
buena de una superfieie esf ^rica. Pero no es exactamente esf^rica 
debido ^ las montaHas y ios.Valles. Ademas, la tleira est^ algo 
aplanada en los polos. <(La longitud del Ecuador es 24,902 millas 
y la de una circunferencla maxima que. pasa por los polos es 



,.\iari ^ • •■ . -4^8- . .. . ; 

• 24,860 mlllka. iComo .casl todos lbs objetos de I'a natural eza, ea ^ 
uh poco m^s grande egi el medio! ) La sxiperficie de una pelota* de 
baloncesto es una reprp slant a-cldn me Jor de la superflcle esf erica- 
La superfic^e de alguribs adornbs .del irbol de Navidad.^o la super- 4, 
ficie de un perdigon, son aun.me-Jores representaclones- de- la 
'superficle esf^rica*, puesto que^^on llsas. . 

Muchos objetos son esf^ricos; 'fes^decir, .tienen la forma de 
la 3Uperfic3?te esf^rlca. Algunos de esos objetos,- tales como las • 
pglotas de goma, se usan oomo Juguetes^ Otros' se usan en- 1^ In- 
dustrla,. etc." A causa de esos dl versos objetos esf ^rldos- y, 
princlpalmente, "debldg/ a la superflcle prdctlcamente esf^rlca de 
la tlerr^t^.eQ Imporl^ante que;^onozcamos alg:unas da las prop! e- 
dadQS de esta^ figura^, ^ . > 

. ,^ Una i*epresentaci6n rauy^lnteresante de siaperficie esf^rica"^ . ' 
e\una pompa de Jabon* ^Te has maravlllado alguna vez de que 
^ u]pia pqrapa de Jabon tenga forma esferica? • Ha^^ una razon flslca 
mfciy preclsa para esto." Olras hablar de* esta propledad nuev^riente ^ 
/!al f^al de este capltulo» _^ • ." - 

4 " - I EjercSclos 12-1 ' 

1, Haz una lista tan larga como puedas con los nombi*es d# los .. 
■ juegos o deportes en los cuales aparezcan objetos esf^ricos, 
como una bola. • * . ' ^ 

2, Haz una lista tan larga como puedas de los objetos esf^rlcos 
que se usan como depositos. * . . 

3, La pesca es un deporte popular y una industria importante. ^ 
"iPu^edes imaginar algunos objetos esf^ricos que son muy Utiles 
en ciertas. clases de pesca? 

4, Haz una lista de algunos objetos utiles en el hogar que tengan 
forma esferica* 

" 57 "~^oraa una moneda, como" la ' die medio doTar, y sup6n que no tiene - 
espesor. . . ' " • , . 

"(a) iOue figura geom^trica suglere-el borde de la moneda? 



6. 



7. 



8, 



J^pon que .sostenemos^ ^ 

con ^in cledoi ^oorno se * ' . 
muestJ»a en la f igura de 
: la dereoha* Suanclo * se . ; 
da im golpe'^rusco a * 
uno xde sus^ Vordes^ la 
. iBio^iieda g±m rapldamente^ 
^^Que idea geometrlca r^- 
presenta el bo5?de *de la, 
moneda ralentraa gira? ^ 




(c) 



^Tlene espesor la idea "geometr^ca i*epi^sentada poi^ . 
:borde durante el giro? ^ * ^ \ * - : 

En el . estudio .de la geometria del piano nos heipos r^fesldo a 
Mos objetoB oomo 6i tuvierah solo do^ .diroensiones. indica tin 

otojeto qiae^ tiene tres dimensiones, . ' \v » 4 

' Consul ta tu llbro para repasar la definiclon de circunferericia* 
Escribe -aha definlci6|i de superfioie esferifja. 
(a)' Supon que.todos loB pimtps de una*^superficie esf erica 
estan a:la distanoia^v del ^entrq C de la *^sf era* / 
. ^Gomb puedes describir el conjunto todbB los puntos qiie 
estan situados a distancias tnenores que v del punto C? 
^Gomo puedes descrltoir el cpnJ\into de%untbs que^se hallari 
a distancias mayores que v del punto C? • 



El con junto iSeacrito en el problema 8 (a) se; llama eX interior 
de 1ft gupe:gf^cie esf^rica ^ La reuni6n de la superficie esf^ftAca y 
de su interior se ilama esfera / La esf era es/ pue*s, .tjn solido. 




r12-2* , Cirounfei*6«icias m^!bjnaB y isirciAnferenclas menores 
I, ^ Sup6»: qu$ tomamos una pelota . 
para represenitar \ma superficie 
esf^rica, * y que* lamamos f leohas 
que atraviesan la superflcie como^* 
.Be inuestra en * la f Igura ^e la 
derecha* jEn cuantos puntos dis- 
tlntjos puede ati?avesar cada fl^cha 
la superflaie si la; longltud de la^ 
f lechiEt es. mayor que el dlaraetro de ; 
la auperficie esf^rica ,(llnea,s mas adelant^ se da la definlclon 

de "aiametro")? ' ' » • * ' ' ' ' 

Cada flecha que atravlesa la peiota de parte a parte repre- 
senta una j'ecta'que Interseoa la sup"erficie esf erica.. 'Imaging 
ipos todas estas rectas que iiit^^ecan a una superficle esf erica ' 
particular en dos puntos dlstlntos. * Algunas rectas pasaran por 
la parte .^periorde la esf era, • otras por la parte, Inferioy y 
algunas por ambas partes. Podemos imaglnar un numero Inflnlto' de 
'^ales^reo'tas que pasan a traves de- llr^f era, -^ntersecando a^ su 
superflcie en dos puntos <dls tin tos.* . ' ^ ; 

dada unfi de estas rectas contl^ne. un segmente i-de reot^ cuyos 
extremos estan sobre la superficle esf ca. Gonsidereraos 'es-te 
' gpnjunto de. segmentos de 'recta. ^Son "todos los segmentos con-r 
gruentjesj es decir, tlenen la misma. longitud? No, pero Jiay un 
subcon junto de esos segatentos ^ue son con^i*uentes : • los, que aaaan 
por el centro de. la superflcie *esf erica, Un segmento de recta 
cuyos ext>eraos estan en la superflcie esferica y que pasa por el 
centro de 3^ misma se llama dlameftpo .de la superflcie esferica d*^ 
de la esf era.. ^Tendra todo segmento de recta cuyos extremos estan 

?&.la.^nperri^ie^^sa£#xl^^^ ml^m. lQ?i^lt|ud que un dlametror 
lYes por que es necesarlo Inclulr 1^ f rase ^^que pase por el centpo 
€pi nuestro deflnlclon de dlametro? 

I^ irecta; que pasa por los polos de la tierra se llama eje 
de la tierra* Es^a es aproxlmadartiente la recta alrededor de^ la • 
cual glra la tierra. Si Imaginamos la tierra como una^esfera, 
el dlametro contenldo en el* eje Interseca a la superflcie esferica 



en 'los ,Poios Norte ^ Suf. Imaginamos que esos dos puiitosV i^epre- ^ 
seg^ftdos por los polos, estan ",clirectainente opuestos" uno de otro. * 
-Como el 'prefijo "antl" signif lea opuesto, podriamos llamar a eaos 
juntos "antlpolares". Pero los polos no son los'unlcos ptintos 
sobre.la tierra q'ue tienen esta propledad, pues todo diMetro de 
la tlerra contendra dos de esos pimtos. Entonces, usamos uh nombre 
'dlferehte. ,I.os extremos de todq diametro de una esfefa se llaman 
puntoa. antlpodlCQs 6 aiitlpodgisl 'Decimos entonces que cada extremo 
de un diametro de una esfera es un antlpoda "del otro extremo. En- 
tonces, el Polo Norte representa un punto que ea un antlpoda del 
punto representado por el Polo Sur^ Todo punto sobre la superflcie 
esf erica tieae un antipoda. Para hall ar el antlpotila de c^alguler 
punto ^ P sobre .vli^: supei^f Icie ^sf^rica^ une P con el centro C , . 
de' la esfera^ Jia recta tiu% pasa por esos dos puntos lnterseeai?a a 
la* superficle esf^rlca'^en* el antlpoda del punto * P. * 

Como ejemplo de puntos antlpodas, toma el punto sobre la super 
ficie 'de la Mblerra en el que estas' pTarado. .El antlpoda de este 
punto , <|ebe estar en el otrq, lado de la^^^tierra. Podrlas Ima^giriar 
'que se ha taladrado un agwjero que pasa dire'^tamente por .el centre 
^jde la t;1Lerra y que llega hasta el otro lado. . ^En qu^ sitio- de la 
tjj^rra saldrld el agujero? probablemente te resultara interesante. 
localizar el antlpoda del^ Itigar en que' viyes. Para'hacerlo, usa 
un globo que represent^ a la tierra. ^ ' ^ 

^JlJiora Imagina la tlerra como ' ^ ^ 

una esfera con eje vertical* como • 
se muestra en la figura de la \ 
. derecha* Considera I^b pianos 
horiz^oritales representados en.esa 
figura. Un piano, toca Justament^ ^ 
la superficie esf^rica en. el Polo 
Norte, y el otro la toca exacta^ 
mente en el Polo^Sur. Un piano 
<iue toca o intprseca a la esfera 
* en un punto se llama piano tangente 
a la esfera en ese punto* En cada 
punto d^ la superflcie esferlca 



Polo Ncrte^ 




Polo Sur 
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h^Ltoa.un piano tangente a Id pBfQt&^^n ese. punto 

■ Sup6n que haoeinos*,a^3Gen{|^r ;. 
el piano horizontal superior como 
se indlca "en la seguncla f Igura de ^ 
la derecha. jlntersecara el pffioio 
:a la esreipa exaetamente en \m 
punto? JEl conJ"U3atQ, Intersedcipn ^ 
dp la esfpra.y el.pl^jio sera un 
Xilrculo, como se mueatra'a 
•cierecha* iQu6 -^cui^re ,can la . ^ 
longltud de \b. ela?cunf$i*encia a 
iftedlda que el piano de^ciende?^" 
El tamaKo <3e lis^s -circtmf erentlas 
ca?eGera,hast€L que al^ancemps la * 
poslcion ^^med^a^*' de Xa esfera^ 
A la clrcuj^xf erenc3^ eorpespon-y * . ' 
dlente a la poslcion media le lla- 
mamos Ecuador • S± de esta poslcl6n 
seglilmoa bajando e3^pl€tno, las , ^ 

cjtrcunferenclas decrecen en^longitud has ta" que el con Junto Inter- 
seccion conslste nuevamente en uA solo punto en el ?olo iS«r* . En- 
tpnces, un' piano que Interseca a una esf era puede tener una ifiiter- 
seGcion'cdn la superflcle esfer:^ca qi^ae es una olrcunferencla o v 
que conslste en un solo purito. Por* supuesto, es posltle que el 
piano y la esfera no se inter^equen. Entonces el conjunto. Inter- 
•secci6n es vaclo. ^ • 

Sup6n que consl^eramos el con Junto de circunferenclas de la 
superfioie de la tlerra que son intersecoiones ^e la tierra con 
pldnos palpal elos al que contlene el |]cuadoj** En 'este conjianto^ 
%1 Ecu^or tlene dos propledades que no las tlenen ninguna de las 




otras circunferenclas. ^ Prlmeroj* su longitud "es mayor que las 
longitudes' de las otras clrcunferenclas* Segundo, su piano pasa 
•por el centre de la esfera, ^Al E^juagor le llaijiamos c Ircunf e rencla 
maxima y a las otr?LS llneas paralelas a el ^ - clrcunf erendlas * 
menorjes> * . ' • ^ - . ^\ 

Natpralmente^ todo piano que pasa por el centr© de la esfera 

t 



J iiortSi 1& mvevS^^ mismo tamafto. 

• 'imSxima. '"I f ' ^ ■';-,"'*''■;.• ■ . *" • ■ ■ ■ • 

. • - • Deflnlolon. ftJx^ circunf erancla -ma^ sobre un^ supe^Pflcte 
;^ ^ ^ lestoica es *oda; jtnWsecclon de ii^^ s^erficle esf erica con 

un piano que pasa ,por 'el (jentro de 'la esf era. " , . 

. DeflnicloR. Todas las clrcunferenclas de x»na svperficle 
esf^rlca que no sorf circunferenciaa maximaB se llamaA clrcun- 

r ' terencla» menoresv , • ; . * ' 

Todas las . circunf erencias maximas' so^re una auperf icie esf-^rlca . 
tienen la nksmft aongitud> piies sus\radlos son Igualea al radio -de la 
^ auperficle%sfe;rlca. : I^^ toda circunferencia maxima es > 

/ roayor que la-iongltud de tpda .clrcun^rencla super- 

. ' fSloie de la esf era. \ \ .1 . 

" - • .^upxSn nuevamente.que la Uerra;es;v»a esfe^a. Bpdemos iinaginar 

muchas clrpiinferenjQlas maxlmas. > "1 * ' - 

;| sbbre su superfiqie.'. tJn con junto | 

particular de 4ircunf el-enclas * 
• . mibj^lniaQ sobre 1* . superficle d^ la 
^-Z'ifcierm -ea ei consiBte .en todas^ 

'|las que pasan^por 'los^Polos ^orT;e 

V Sur. Con^idera, < en jma . de esas 

• clrcunferenclas, la semlcircunf^- . 
rencla que ya ,d.e .un J)ol6 al. otrof ^ 

. Esa se^ilclrcunfe?encla cuyos *ex- . 

tremoa son los 'polos se llama ^ > ^ ' , 

merldlano* » ♦ 
: Las circunf erenclasl. menores cuyos pianos son paralelos al ^ ^ 

piano aei Ecuador se Hainan naraleloa de latltud , o\slmplemente' 

• paraifloa, Todo i>'aralelo -tiene su ceiitro sobre el eje .de la tie.rra 
1 .-^.-eu. -yji aario perpendicular a ese eje* 




' ^ah^f^ ?pU cuandQ_±lenea_^ norte al - frente, el es te eata a ,tu, 
derecha, eloeste a tu Izquierda y el sur a tu espalda. Sbbre la 
superflcle de .la^tlerra, er.estffe y el oeste del punto en- que estas . 
kpa.direcclones.a lo 1^ del paraielp que pasa per ese jpunto. Si 
quieresrrepaicar que ' la dlrecclon es exactainente hacia el :e8te. 
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^ dices a jeces "dlre<jci6n aste"* ' ^ ; 
. Ppsteriomjenfee eatudiaremos Qon mayo r deten3mle nto„ los marl.!;;^ 

• disgnios V las paralelos de latitude Vereinos entoncos la manera 
de localJLzar los puiitos sobre la tierra por medio de asas circun- 
ferencias maximas y circunflerenolas menores. * . ^ 

sabes/ q^ie en piano, la dlstamcia mas co^ta entre dos 

. puntbs; es la que^se mlde a lo largo de -una Ifnea .recta* Sobre * . * 
la eu^erflcle ^sf ^ra^ca. esto no es cie?jto,^ aunque po<3i»la parecerlo 
si Imaglnaras .dos puntos* muy proxlmos sobre. la superflcle de la 
, tjerra.* ^Puede un aeroplemo que vuela de Nueva York a San,' 
T5»ancisco via jar a lo largo de uri camino que sea una-* llnea recta? 

I Natti3?almente que no, pues debe segulr *la curvatura de la.tierra** 
Eft la superfioie esf erica, ocurre que la distancia m^s corta entre 
dbs puntos es la longitud de un camino que si^ue un arco de clr-^t? 
cunferencla maxima que pasa por esos dos puntos* (Probabiemente. 
,has oldp hablar de la "ruta de la Qircunferenciavmaxfma" para, 
los aeroplanos y barpos* ) La demostracion de este importantlsimo 
hecho es demasiado diflcil para darla en este libro, ; Sin embargo, 
apllcando una cuferda tens ja sobre un globo podras conrprobar nue^stra 
afi3?raaci6n* ' ' ^ ^ ^ : 




^ Haz lo posible p<>r^^'-&dmprobar oada pregunta de los problemas 
l a 6. Cuahdo se te pida explicar^tu respuesta, da las razones 

<.que puedas, pero no imagines que se te pide demostrar que tus 
respuestas son correctas. l)ebe|^ estar preparado, sin embargo, 
para Justificar tus respuestai^ 6n la mayor parte de los cases. 

. El\prop6sito de estas preguntas es ayudarte a que comiences a 
pensar en las propiedades de las esferas* Hallaras que es de 
muchla ayuda hacker* dlbu Jos sobre una bola grande^o en otro dbjeto 
egf^rico/; Tales dibujos te ayudaran a "visualizar" las Tiguras 
de* que hablamos* - ^j:, - - . 



1* /(a) ^iHay un Witlpod^.para todo pun to dado sobre upa super- 

ficie esf^riea? ^ 
\ : (b) iHay mas de un antlpoda para todo punto dado sobre una 
superficie esferica? • ' . • . 




■ ... _ • -505- ■ ' , ~- 

2. En la figura de la derecha, 
' c ea el c^tgQ_jle_ la eaf era. ;. . 

A y B son puntos antipocil- " : I 
/ COS. r W^a^t figura se mueBtra 
. la^clrcunferencia maxima que 
pasa por A ;^ B. i) es un 
. punto sobre esta clrcunferen- . . 
. cia mlfiqcima que pasa ^por A y " * 

' B. V I,a^par1;e de la 'felrcunf^rencla maxima que no se ve desde el 
j^ente se rauestra en llneas punteadas, . 
. -'(a) Mldiendo a lo largo de una recta, en el. interior de la 
rf esfera, * iqu6 dlstancia es- mayor, AB o AC?' 

(b) Midlendo sobre la superficle'de la esfera, iea la^istan- 
cia de A a • D mas ' lar^a que la de A a B? * 

(c) iHay aigtin punto sobre esta clrbunferencia maxima cuy« 
'dlstancia a A sea mayor que la distancia de B a ,A, si^ 

esas doff distancias se miden, blen a lo' largo de rectas 
.. „ que penetran en el interior de'" la esfera, ^ largo 

de circunfe3?enciaB >axima3 sobre la Buperficietesf^rica? 

, lajpllea tu respuWta.. . , > , 

' ' (d) ifasaran.por el puiito B todas las clrcunferencias maximal 
" * • que contlenen al punto , A? E?:pllca tu Vespuesta/ 

C? ) i Pasara tambi^n por el punto alguna o tra circunf ereneia 
- gaxima .que paae por el ptinto A? Explica. tu ijespuedta. . 

3. (a) • iCuanta| pircunferenclas maximas pasan por un" punto dado' 

de la^^esfera, tal como el " Pdlo Norte? ' 
'(t»y iCu^aatas . circunf erenclas menores pasan por un punter dado 
. de una superficie esf^rica? 

(c)^ iPuede una' circunf erencla raenor pasar por un par de puntos 
antipodicos sobre la superficie esf erica? Explica tu res- 

„, — — --puesta-. ,* ' • '■ — ---^ ^.u., — / — 

H, . (a) — Sobre una uupm ' ficie ei^r±ca,~5iiTterBeca todaiblrcunf e - 
rencia menor. a toda o tra circunf erencla raenor? >^E3tplica tu 

resp"u^«^a.^ . . ' ; . • .• 

.(b) Sobre una superficie esf 6rica, ^Interseca %oda circunf e- 
* rencia maxima a to da otra circunf ereneia maxima? Explica ► 




reapueata. 

(a) i"^. cuantips puntos cprta c^^^ al Ecuador*? ^y.: 
- •* plica tu respu^Bta* . " . " - . 

(b) iBa Quintos puntos oorta cada meriaiano a ca<3Bi paralelo 

»' de latltud? ' . ' 

•(c) ilutexsecac \an paralelo -de latitud a todo otro paralelo 
• • ;^ - ■ . 

de lamtud?- Expllca tu reapuesta, . * 

'Ba el dlSuJo qu^^-se^raueatra a ' 

la deredha, C repreaenta pi • 

centro de una eaf.^ra y A- un 
.punto Bobre au auperflcle, 

(a) "S"dp6n que b ea un piinto 
■ * r que eatd entre ' A y ' C 

iDdrfQe. eatd situado B 
. . con reapecto a la auperflcie eaf^rica? ' 
(.b) E^. ©a un punto aobre la recta tSj^pero no-eata aobre . 

M,.* 'ipebe eatar E' 'en el Inferior de .la^eafera? 

(c) B "^ea un punto sobre la recta ^*tS y eatd aobre la auper- 
ficle esf^ricay iOw^ relaci-dn hay entre*lo3 puntoa * A 

y B? Esqpilca ^tu reapueata. ' " 

(d) Sup<5n que uh punto B ea an^Ipoda del punto A. * iEatara 
E * aobre .Explica tu respuesta, ; * . 

(e) SI HE es un dlimetro de.Ja esfera, iqu4 ndmbre se pueda 
Wr .a- IRT o a M?^^ ^ * * , ^ * ^ 

En el capItulK> Bobre clrcunferenclas clpculps en el Volu^ 
men 1, bb ha deflnldo ej interior de ■ana'^circunferencia de 
radio r centro. - oomo •el con Junto de todos los puntos 

situados a una dis^ancia mej^or que r del centro (Este 

* . ^ ' * . * ' 

con Junto inoluye tambien al cent5;»o Gl) 

-(a)- UaaUdo la def inicidn ^seait^rior como ejeraplo, de-Flne el 
inte:pi©;r» de una au|^erflc±e ea'f^rlca. 

(b) ' ;Ble^raa£era an^ldga,, definejel exterior de una ayperficle 

eaf^rlca. ' • " ' * - * " 

(c) iaaiie^ andioga,7' define una auperflele eaf^rica. 



1i2-3. Propledadea de las olrcunferenclas maxla^ a ' 

.^Recuerdas cuando aprendiate que la tle??ra es esf^rica? Algu-, 
nos nliiitos se asombran cjiando oyen por primera vez. que la tjlerra . 
es esf^rica, sin embargo, es to no debe^extraaamoa, pues j^abemos . 
que has ta. el tlempo de Col6n rauohas personaa mayores e inteligentes 
crelan que la tlerra'era plana. Si esto fuera cierto, ic6mo podrla 
una persona *dar "la vuelta al raundo"? 

. Uaaiaos el t^TmO^no "naVegar" para descrlblr el procedimlento de'. 
dirigir nuestros "movlmtentOB sobre la tierra. Al navegante le co- 
rresponde escoger la ruta o dlreccion que debe ^eguir uh barco o un 
aeroplano. A fin de evitar gastos Ittutiles, el navegante. debe tra- 
tar de dirlglr el movlmlento del barco, o aeroplano, a lo largo de 
la ruta mas dlrecta entre dos estaciones suceslvas. ^ ^ 

Supongamos que quieres hacer un viaje_ corto. Por viaje corto 
entendemos el p^rmanecer dentro. de las fronteras de uno de los es-* 
ta^bs mas pequefios„ como Connecticut. Para gularte en" tal via Je 
pued^es usar un mapa de carre^teras. La mayor parte de los mapas de 
♦carpeteras son plands. Supongamos^ que la' superficie real de la ' . 
region es plana y que las c^ret eras que unen J^as ciudades son seg- 
•jB^tos de retcta. Supon abora.que vas a.usar una avioneta y que 
puedes via^ar a lo largo de seggmentos de rectar. Para tal via-Je 
seria facll elegiK-J^ ruta mas^-corta y la direcciiSn. a 

Sin embargo, sl\laneas un vlaje' de San ^tanciscp a Londres o 
^ de NueVa York a Buenos Aires,, "un mapa de cArreteras no te servlrd 
mucho... Para vlajea como 4sos te sera mas litll un modelo drta ^ 
tierra, congj^ 'globo, en vez de un mapa piano.* Algunas veces en- 
contrar&s qSWLalB cosas no son lo que pareceri ser. « 

Eara coraprender mejor"el v^Je^ sobre el globo, repaaemos algu- 
nas de las ^ropiedades fundamentales de la superficle eaferica. En 
los EJercicios 12-2 se introdujeron dos ideas fundamentales sobre 

_^^-^^;qf)©rfj<d^ eaferica* Eaas Ideas se_ ref iereri a circunf erencia^^ ^ 

nSci^s./ La primera idea puede enuneiarse como una propiedad. 

Propledad U. Todo par de circunferencias maximas diferentes 
se intergecan en dos puntos antlpBdicos. 
Es'ta propiedad se puede probar fdcllmente asi: > - 




(l) Toda ota*eunfe3?encla ^ 
: I - ; laaxiwa uala superflcie 
«sf erica esta en un_ ^^^^^^^^ 
: V piano tjue pasa ppr el / 

* centro de la Vsfera^ . 

^ (2) Todos losgpi^os qoie 
V > tjontienen tma pipcunfe-- ' , > . 

rencla maxima tlenen el pentro en ooimin, y poi* bonsl- 
guiente^ Q\ialesquiera 4os de tales pianos detoen Intep^ 
. seoaj^se* ^ 
^ (|) El conjtinjto Intepsecdlpn de dos pl^os qiie se interseoan 
ea una recta* . „ " • 

(4) Esta reota Interseca a la superflcle esf erica en dos 
puntos antip6dicos^ p\:ies es una recta qiae pasa por el 
centro de la esfera. 

(5) Entonces, estos- puntos antlpodicos son los puntos de 
Intersecclon de las dos circunferenclas maxlmas que 

^estan^ esos pianos* . - 

Utlll'^aremos est^. propledad en el estudlo^sobre las^ distanclas 
entre puntos que se hallari sobre laT superficle esf^rica. 

En la secclon anterior Jiemos establecldo que la distamcia mas 
corta eiitre doa puntos cualeBquiera que. eqten sobre la superfleie 
de una, esfera se mide a lo largo de una clrcunferencla maxima. 
Gusndo #e estudla geometrla en el se^ndo clclo secundario, se 
denwestra esta aflrmacldij. Iffo la haremos ahora, pero uaaremos 
el resultado como'un hecho* * ^ . 

Supon que buscas la rata faas corta entre^ dos puntos sobre el 
globo^ terraquep y que tienes que Ir del Polo Norte al Polo Stir, 
jHay un qamlno maS cortb? Todo meridiano es' una rata posible. 
Si imaglns^os la tierra: como una esfera/ los meridianos, :Son con- 
gruentes . " Entonce^^^^jaa^ Aaapiarj^^ ag . toffia^omo^c amino . 



Parados antipodas cualesquiera^ hay inflnldad de caminos de Ion- 
gitud minima, a saber/ todaa las^ clrcunferencias maximas deter- 
inmadas por. los :^os. puntos antipddicos. , ., { 

Pero, iqxx^ pasa si los- dos puntos no son antdpodas? iCuantos 
caminos posibles que sigan clrcunf erencias maximas hay? Podemos i 
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mr,sitr^r-_qu& t^^ posibles* oaminos sobre clrcunferenciaa 

clos puntotia^r Aaemaa, ai^bos oamijaos eatan sobre ^ 
-•^n^imdCBipg ^lro maagl itm^^*" --^ ea -la siguieAte pTOpiedad im- 

portant^j • , • " , n . • 

' Propledad 2. \ dos puntos cualesquiera no antlpodleoa. de 

\ana aupjspflcle esf erica paaa exactamente Mna> 
• ' , cli*ctinfepe3fieia riiax^jnaa. ^ 

Podemps demoatrar eslja propiedad.de la siguiente manera: 

(j^ Co^sidera cuales^uie5?a dos puntioa no asitlpodlcos, A y B, 

• sobre una-iBuperficle iesf4i*ipa. • ; 
(2) Coiijo A y B no son " ... 

antlpodas, una recta / 
• que pase j^or A pot 
• el centro C de la-es- 

• " . . f era no puede pasar porif 

B. (An^lofeamente, B^f 
^ . ' no contiene al pvinto A.^^ . " . ^ , . 

* (3) Por los tres puntds A, B y C pasa exaatamente un 

• piano, pues esos t3?es puntos no son collneales. 

(4) El; t)lano, que cpntiene. a A, B y C> coititlene solamente 
una clrcunf erencia maxima con centro en C, 

(5) Esta- clrcunf erencia maxima es, pues," la iSnlca circunfe- 
renclja maxima que pasa por A y, B. ^ '. . ' 

Esta propiedad nos dice <iue si do.s puntos \sobre la superflcie 
. . esf^rica no son antlpodlcos, hay exaistamente un csuiiino mas corto 
entre ellos, ' Naturaimente, hay. . . 

dos direcclones que podemos seguir. 
sobre la clrcunf erencia ^maxima que 
■ contiene. a A y B. En la \flgura 
de la dereclia vemos que una rut a, 
— r\— A^,~~pasari a pox^-j^-} -^~~i:a.^<>tTB.f 
Ac!b,- pasarla por c/ Como Ay. 
B no son antipodas, una ruta debe 
ser mas corta que la otra. Katu- 
ralmentfe, escogemos la mas corta* 
iPuedes Indicar la ruta mas corta 

■ ■ \ • 
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sobre el dibujo? - 

Deade el punto de ylata Jle, Iab dlstanoias mas .coa?tas, las :* 
circuhferenclas m&iclmas 9obre la esfera se coi^portan comolaB . \ 
rectas sobye «n piano. Hemos mostradio tamblen que por dos pun-* 
toa cualesquiera de la supeyflci)^ esf^rifea* paaa exactamente una 
cix'cunferencia m^ima*, a m^Qa ,que loa puntoa sean antip.odicoa. 
Pero las clrcunfeJ»enoiaa maximas sobi^ la superficie eaf erica no 
se-^^coraportari coroo las rectas en todoa loa aspectosj^pues- doa 
clrcunferenc^aa maximaB cualesquiera ae int^secan en do a puntoa. 
Entonces, no hay circunferencia| maxlmas paralelas sobre la super. 
' f icie esf erica. . 

• EJerclclos 12-3 ♦ • \ f ^ 

PiCra reablver loa problemaa l a 3, usa un globo terraqueo, 
una cuerda y una regla. ' ' \ ,/ 
1. Iiocallza loa slguientesjlugare«s geograflcos sobre el globo 
terraqueo: Nome, Alaska j Estocolmo, Suecia. 
ta) Coloca un exfcremo de la cuerda en el punto en que has ' 
\ localizado a Nome, Extiende . la cuerda de manera que 
pase por el PoloiNQr^e y .cont^.nuie. hasta alcanzar Esto- ^ 
colmo^ Marca -cuidadosameffbe sobre la cuerda el punto 
que cae aotre poslclon de Estocolmo.. jCual ea la 
dlstancl^ en pulgadas,' medlda sobre el gl6bo. ,xde Nome 
a Estocolmo (r^resentada por el segmento marcado sobre * 
la cuerda) ? ; ^ / 

(b) Usando una cuerda y una regla^ icual es la distancla de ' 
Nome a Estocolmo a lo largo de una ruta dlrectamente 
hacia el ,este de Nome? 

(c) En vlrtud de los resultados anteriores, ^icual es la dls- 
tapcla ma§ corta entre los dos puntos .representados por 
Nome ^f^%r^r^-f^^mnr._^iiri^^m^ slgufe uha cTrcuni^ren^^ 

.. . : cla mtaxima o el que Blgue la ^circunf^rencla menor que 

es e:^ paralelo de latitud? ' 
Z. y (a) iCual^ es .la dlstancla de Nome a Roma a lo' largo de una 

clrcunferencla maxima que pase por un punto cerca del 

Polo Norte? - 
^(b) iCual es la dlstancla de Ngme a Roma a lo l^rgo de ui\ 
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. camino subppigntal que 3pase por el extremo sur de la baiila 
■ <Je HudBOJpi, y por tin.punto de la front era entre EspaSa 7 

(c)' . iQu^ aiferencia Jaay entre tus\resurtadqs en- (a) y' '("b)? 
5. • "On cgBierclante que' vlve en Singapur, Malaya, planea \m vla^e 
directo,-o-sln eacalas, haeta Quito, Ecuador. iCu4l es la 
mejor ruta e|itre estos dos^ p^intos? 

Expllca por qu^ yendo directamente haola el norte, el camino 
serla el mas corto pero no necesariamente el was seguro o el 
mejop, para viajar a xm punto de la tlerra directamente ,al 
norte/de tu punto de p'artlda, / 
5. ' (a) Explica pop qu^ via jar dlrectamentie h^-ola el este no slem- 
pre es^ la manera mas eflcaz de ir a xm punto^'sltuado di- 
rectamepite hacla el este. * ^ ! 

(b) iCufibndo-una ruta directamente hacia el el'te o el oeste: es 
Biemp:^e la mas eficaz? ^ v ^ 

*6/ Dados tres pimtos sol^re una esfera^ ip^^ede hacerse pasar' por 
ellos una clrc*anJE*erencla (maximal q menor) situada sobre la^ 
esfera?' ^ ' 

7* BROBLEMA DIFICIL. . Ito cazador parte <Jireqtamexite hacla el sur ^ 
de su campamento* Caniina durante dos Mbras sin encontrar ani-* 
males de caza* Luego camina 12 millas directamente Jiacla el 
este* ISn este punto caza un oso. Para regresar a su campa- 
men to via Ja luego directamente hacia el norte. ^De que color 
era el oso? (Nota: Este problema tlene una respuesta* ) 



12-4* Localizacion de puntos sobre la superficie , Qe la tierra 

i Sabes como localizar los puntos de una oiu^ad por medio de las 
calles y de los numeros de las casas* Sup6n, sin embargo^ que pro- 
yeotas ^Isii^r a un amigo que viye ^ una badendair Ne-cesllias al 
gunas Inst^cciones para hallar el sitlo 'de rai* casa de tu amigo* 
^Podrlan decirte: "Parte dedonde estas. Desde ese punto^ camina 
; 2 mlllas hacla e3? este y luego 1 milla hacla ^1 norte", Estas 
''instrucclones te dan tres datos: un punto de partida (o de refe- 
renciajij las direcciones que debes seguir desde el punto de 



partida y las diatanclas q\Ae debes pecorreit en.esas dj^ecclones, --^ 

Imagina. que ei*es plloto de un avion intercon'^inental, *o 
capitan de un barco y, por tanto, i^esponsable de direocidn 
en que navega el barco o el avion.. La rjata puede segulr. variaa- . 
direcciones, pero antes de adoptar \ina de ellas, debes saber* 
donde est^s. Es declV, primero debes conocer tu poslclon sobre . , 
la tierra. • Conociehdo la posici6n -de" la nave sobi»e el mapa, se 
puede deteminar el itinerario correct©. Tu primera tar^ es 
localizar tu poslci6n. iComo se puede hacer esto? ' 

Para "Local izar puntos sobre la superf Icle 'de la tierra, ima- 
glnamos que la tierra es una esferay definlmos sobre su super- 
ficl'fe dos familias de curvas.' Una 
de esas families de' Qurvas consist e 
"en las circunferencias llamadas 
paralelos^que 'hemos mencionado en • 
la Secci(SA 12-2.^ Entonces tenCa- 
mos un con junto de pianos parale- 
los que cortaban la tierra en sec- * 
ciones horizontales, como se muesl3ra 
eii la figura. de la derecha. El 
piano superior es tangente en el 
Polo Norte, y el piano inferior 
es t&jigente en el Polo Sur. La 
Intersecclon de cada uno de los pianos restantes con la superf icie 
de la tierra es una circunferencia. Las circunferencias determi- 
nadas*por esos pianos son tddas circunferencias menores, excepto , 
el Ecuador, que es.una circunferencia maxima. Todas esas. circun- 
ferencias se denominan paralelos de latitud. ^e llaman "paralelos 
porque estan determlnadas* por pl'anos paralelos al piano que pase 
por el Ecuador. . • ^ 

. . . .La^egimda familia de curvas conslste en los meridlanos, que 
tambien hemos descrlto. al comienzcf *de" este capltulo. Recuerda 
que los meridianos son sen^icircUnferencias maximas qu^ tlenen 
por extremos los*polos^ . Entonces, toda -circunferencia mabcima 
que'pasa por los polos cottsiste eh dos nierl|3ianos. Todo meridiano 
tieijie como diametro el ej* de la tie»ra.' 




Sea^ A m punto ©obre la swpeyflcie esf^rlca, cohk) \se rau^stra^ ' i 
a «ontinuacl<ku Eay exacte«nente- piano laue pasa por A, peipeii- 
dicular al -eje cle.la tlerra; Este 
pl^o contiene el.paralelo de lati- 
tud que pasa por A. Hay exacta- 
mente, un meridiano que pasa por 
1, porque el punto ' A y el Polo 
Korte (o el Polo Sur) determinan 
un,a clrc\mfei^ncla maxima. Como 
esa Qlrcjinf erencla maxima pasa por 
los pofos, el arco de la ciroian- 
ferenclia maxima que contiene ai A . 
eV~uir~mer^^^^ " 
cada punto de,«na esfera, excepto 
los polos, hay exactamente un paralelo de latitud y un meridiano. : 
.Nos queda solaraente dar nombres a loa. meri^ianos y 'a los para^ ; J 
lelbs de latitud, mediante mSm^ros convenlentemente escogldos. 'iC6mo 
lo.hacemos? Elpglmos uno de los meridianos de la tierra com© llnea . ; 
de ref erencla, y .lo llamamos meridiano oero. Los otros meridianos . , 
«stan ar estd o al oeste del meridiano cero,, asl como las callea ^de ; 
ixna ciudad.estan al este o al oeste de JLa calle que^utilizas como 

.referencia. > v , 

En la'actualldad, se ha adoptado ya un meridiano cero para la . 
tlerra. Es. el meridiano que pasa por cierta localidad llamada 
Greenwich (se prohuncia "Gren - ich")-; eh Inglaterra, cerca de * • 
Londres. • Algunas ve6es este merijaijano se .llama meridiano. de 
Greenwic'h, aun cuando el meridiano Msmo pasa por un solo punto de * 

la ciudadL . ' • ■ • 

La interseccion del meridiano de Greenwich con el "Ecuador se 

-Tnarca-^— d*^r — A - partlr -de .p»yit-.n/ ftf>g;iilTnoR el Ecuado jc' haciS. el 

-esW-o- 4ia^^^-»^l -oeate liaata qu^-al cancfiniQjs al meridiano .. que pasa 

por el antlpoda- del punto que hemos marcado don 0* . Este meri- 
diano.interseca al Ecuador en un punto que esta a mitad de caraino 
a lo iargo del Ecuador a partlr del punto marc ado con 0°. Este 
nuevo punto se marca l80'. Podemos imaginar un piano .que 




Greenwich 



los- meridiaiaosa . d& ' 0* y \ 1 80' • 

Kl plano^^sep'ai^ik a la tieri^a «n " 

dos heilllsf^3!*los, ^omo se"^ en ^ 

lia flgura de la Qere'cha, - ^^cuando 

mlras la; flguVa, el iiejailsffi^rlo 
^ de la lzqulej?da ee llaiua heinls- 
■ terlo *o<j oidan tal^ ' El .liemisf erio 
^de, la depeclia se. llama ifemls- . 
- ferlo oriental. 1 ■ 

Iia^circmiiferencia m^bclma que hemos llamado Ecuador, ae divide 




Indicfa a la derecha, tal "wxno .\ 1 

. seria vista por un astronauta que' 

estwlera sobre el Polo Noimjev ^ 

A las: sendcirc'unferenciats del . 

Ecuador, tan to a la Izquierda* 

cpmo a: la de^recha del i)unttf 0*", 
^« 3ie la? aSignan niSmerofi entre 0 \* 

y ,1:80* Cada uno de esos rdmeros , : 

da sombre al merf.diafio que pass 

per ese punto^ !R:>do pun to sobre ^ ' / 

la tlerra puede"* ser localAzado por un meridiano >que pasa por ese 
pun to. > Por ejemplo, Los jfi^eles est^ aprooclmadanjente aobre el 
^meridiano 120* fl oeste del merldlanQ de G^^eehwlch* Tokyo estd 
Japroxlm^-damente sobre* el meridlaaio 14C al este de Grie|nwich* 
Beclmos que la longltud de Los Angeles es aproxlmadaanente 120*" 0 ! 
(oeste)^ La longltud de Tokyo es^ aproxlmadamente 140* X 




JBlQua^or-^^'S^ coino- par^^tlelo^-cero^ .-- ^xxolma 

^del Ecuador eatan en el hemisferlo norte^ los puntos debajodel 
■ .Ecuador estan en el hemlsferio sur.* 'TomaiaoB*un meridiano cual-, 
. quiera, por ejemplo, el que pasa por! Greenwich. La parte del 
laerldlano ,que va de la Interseccl^Sn con el Ecuador hasta el Polo 
* Norte se divide en 90/ p^r1<^s Iguales,* suponiendo que la tlerra 

' • ' ~ \ ■ • ' ■ 

• . ■ * • V • .... - 



es una esfera. \ Los nilraeras cardii^ 
-J»fcl-eg^^-enti»e O y -^ --s« asignan -:— 
•a eBos pmtos. ,Cad$i punto deter - 
Jniiia xtn pal^aielo latltufl* Id^- 
tiGA opie3?acl6tt ise realiza con la 
parte" del. merldlano al sur del 
Ec^dor. Eara todo pwnto sobre 
la'tierra, locallzamps el^paralelb 
. c|p latl tud que contlene al punto"!! 
iPoa* ejen^)!©^ Nuev^ Oriels esta * ' ^ 

• agproxlinadamente sobre el paralelo 

30* aX norte del .Ecuador: W^ll^ngton, Kueva Zelandia, esti - 
aproxlmadaffiente sobre el paralelo 40° al syp'dei Ecuador. •Decl- 
mps que Nueva Orleeuis. tlene uibi latltud de aproxlmadameiite, 50" N" 
-(norte). latltud de Wellington es aproximadamente 40*. S» 

. . Algunos de los jparalelos tlenen nombres especlales. Ijos - 
■Clrculos Artloo y Antartlco son paralelos sltuados a *unod . 2^ 
grados de los Polos Norte if Sur, EL 'Bropico de C&icer estd' a . ' 
unos- 2>|- grados al ao^tevd^^ ^ 

• Ecuador, y el g^rdpico de Caprloornlo 
esta. a unos 25^ grados al sur del 
Ecuador, lias porclones de super- 
flcie esf^riea entre dos paralelos 
de latitucl ee llaman zonas, Al- 



Zona l^tor 
Artico 



Zona 
Nort« 

Ecuador 
Zono 
Sur 





Ztm Polar 
AotdrticQ 



gunas'^e esas zonas tlenen tambi^n 
"nombres especlales, como se Indica 
en %1 dltoujo de la derecha. iPuedes 
Uocall^ap la zona en que Yives? V 
^Sabes deslgpiar el h«mlsferld en ^ 

-^^s^ -^^ria#-i©grar dos 

eepuestas correatas diferentes"? 

Para locallzar un punto sobre la Jtlerra, Indlcaraos 
diano y el paralelo de latltud que pasan por ese punt( 
deDooLOS la longltud y Ik latltud del punto, Por eji 
50" H locallza un punto en la cludad de Nueva Or" 
que la cludad" de Nueva Orleans* estd aproxlmad; 
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» ' ~ A. ' ~ . ' , ^ - " - ' ~ \ , ; ,» * ^ ' ' , 

sobre la tlepra. Durbai^, en%l Africa del. Sur, *esta .si'tuada en ^ 
30* ^ "30*^ S, aP^roximadimente. Observa qiae slempre se indlca 
prl^ero la longltud. jPuedes Ilocallzar el hemisf erio . en que 
haira ii?i,P«nto "^aclo cphoces s« longltud y'laWt^Jd?, * Obs^rva 1/ 
que la Ipngltud y'la latltud dan un sl^tema de coordenadas aobre 
•la ^afera del mismo 'modo que los ejes de abscisas y ordenadas / \ 
dan un >ia^ema de cqoi'd'enadas sobre el plana, „ 

* • E.leWlclos 12-4- * ^ , " , 

1/ psando un glpbo terraqueo, 'halla la" ppsiicidn ecprbxlmada de 

cada una de: las ciudadea que se enumeran mas abajo. Indlca . 
. la posici<5n\eB^ribiend6' .pi'imero.la.aongitudj y luego la> 
, latltud. Asegu3?ate, de Incluir laa letras B* u 0 y N p 
S en tus respuestas. - , - i ' 

' (a) Nueva York * . " . * (e) Paris , , ^ 
. (b) qhlcagp Z^ , .(f.) .Mosou _ 

(c), San Francisco ^ '(g); Rib de Janeiro ' !' 

■ " (d^ Londrea» ' - (b) Melbume, Austral^i , 

.2, - .Greenwich, Inglaterra, e&ta sltuada aproxlmadaaneJ^e sobre, el 
tparalelo de latltud inarcado bon 52* N.' 'Sin pedlr mayor l'n~ , 
foiroacion, escribe la poslclon de Greenwich. . 
3, •Chislmalo, Spmalia, eft ei Africa -oriental, esti^.^tuadaaQbre • , 
■ el Ecuador (o muy cerca del/Ecuador). Eata aproximadamente a 
• . V2 grades al este de Gi^enwlch.^ Sin emplear .mayor infonna- ' 
" ,,ci6h, ^escribe la poslclon de Chlsimal6. , ' ^ . . ^ 
• 4.. . Consu^.ta enclclopedlas, mapas 'y llbros de c^enclas aodal^s 

' ' e, historias- para corses tar a las^lgulentes pi'eguntas: 
i/^;*,., (>) iCual es el paralelo que separa a, Cor^a dfel Norte de,,^^. 
^ ' . * eeg^a del Sur? ^ ^ j " T r 

(b]tl Busca algqnos estados, parte de cuyas^ fronteras eat^ 
a*lo_largo de naralelos de latltud. J • : * 

' / <,c) iQu^^paralelo dV latltud' fue asunto 0e dlsputa^ entre los 
' ] 'Estados Unid(^s .y Gi'Eih BretaRa, al 1 jkV su frontera en 

' .el l^fdrxieste? ^ . ' \ 
. (d) ^A,que' paraleio de .latltud ^se hace reflerenc'la en el • 
Comprg^P^de Mlsurl? " ■ \ . 

(e) iQi^^ par&lelp dW latltud se asocla coA^la Llnea de Mason 
, ' « ^ \« ■ " • \ . .. 
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V.-- ■ ^ *: , ■y^ Dixon?,, 

■ "'S. s.tFsando im ,mapa o .tm glolDO,^ * . .* - 

ag5)rox%adamente eip las siguientes Ics^^tudes latitudes: • * ! 

•>,V. • . (a) '58* 0,; 55* S / . • • ^ (b) E, .41- S 

&♦ iBf^anclo un mapa o uja«globo,-halla algunas cl\dades sltuadas > • 

; • - • y , . • , 

V apjf'ox^madafflervl^ en las- slgulerrtes longl,tudea/y , ! 

(a) V lea" E, 55': n ■ {b') 0, 4i* n 

X» M Gompara la'poslcl6n'"de la c^udad en tu resptiesta de 5(a) • ; 
: - . con*'la ppsicion de la *cltidad^n^tu respuesta de 6(a)* V .-^^ 

^ V (fe) modb analogo^ con^arli las posiciones- de las oiydades 

. . . dateMfilnadad por sC'b) y 6(b)^ ' , ^ ' / \ / i 
/ > (Alv^iQue prase de puntos*sxigi^ren esas ^oslclonest 
' (al'^ sD^ermlna la poslcl6n d^'la clutJad en que viv€^d. 

• » . (b^ '-Deterinijna: eX punto antipoda*de esa ciudad. " ' ' " ^ 

. . \'' (•p.) Sl'*'vi?tjaras de un. punto dB la ,cludad en que vives dlrecta- ; 
» ■ • ^ .'■ -jnente St trav^s del ^j^4|bro de la tierra, ite encontrarlas , 
.,,,.,.■'.:'-„" '.,..-. ;, eh- la. Qlilna?; v^,«r"\, ' ' . .• ■■ , ' ■ " 

9» iQua pjunto de Ids E^^ados Unldos estd mas cerca de Mosc\i, *i 
. : .^.^u»la? • > r^'- . V . • ' '1 

\ 10. Useoido =ij[n mapa u otra ":©eYerencla, responde a" l%t.S siguiehtes \ ' >^ 
. " p$*egun:f;as : - ' • 

(a) ^ ^Bta lieiio/ ^bV^Qdp^ b1 eate^de ^Los AyJigeles? Es decir, \^ ^ 
^ ^ ' 4^^^ el'^'merldis^nb que pasa Ipor Reno ^1 este delsmei»ldlano - 

\. / qujp aasa^ ppr Los i£nge^es? ^ * • 

. C^^) iCerc^^de q^l4^punt6 de lSud Anei^loa pasa el mlsmo merldiano* t 

* . qule pa^ jpor Mlainl^ Florida? . . . . - 

* . / ♦ ' **** * ' . ~ - ' " 

■ (c) iCual de las" slgulentes' ciudades tiene una latltud mas 

~ • eer^ana a la 4© lsl«4va ¥€npk; San 5^anclsoo,-"Ga9:i^o«9ilaj - — — 

. * i '^; Poi»tland, ' Orei^6n> ^ Seattle, Washliigto*!?" "^t » 

.;-(d) 'iCual-. de las slguientes ei^dades '^erie su iatltt;?^ mas ^ 

* pr^xlma a la de Nueva yorkr Iiondresi M^pldj o Ca^sa- " 

jDl-axi^ca, Marruecos? . ^ ^' > * ; . 

^ *11. /dos p\intos ddjrerentes sobr-e la tlerr^ que tl^en la mlsma ^ . , 

V ■ •• . • 1 ... * , ..... 

- . • • • ■ ■ ■• . ^ ■ 

^ - • • . .. -\ .... - . , ^ ■ . ' ^ 



. latltua .y Xongitud? SI es asi, ipuilea a*n?. SI no. es asi, 
expillca por qu6 no hay nlnguno, ' > . 
♦12.;, -iHay puntos sobre la t^Le^ra que t^an mas^ ae' -una |>osi6±6n ei^- 
§ t^iinlnoB latitud-Vj-ongltvifi?- ^lica por si o por que 

♦1^. Determijaa una manei»a de haliaf-^la poslqion de un punto ^tl^ 
podloo/ dlg^amps de 90° 0, 45''V»,.'si» utilizar \m gl6bo,o un 
mapa.^ liuego halla los antipodas de los sj^gulentes puntps: ' 
. (a.) ' 80' 0^ 25'1S . . ■ ^ " • " , .* 

' (b) 100'' E,^65' k ' , t ' 

* * *(c) aBO'^, 52' S.. 

.Ayer3,|^ 3.as razones de>la locallzacidn del Circulo Artico y 
. * clel Tr6pico de Cancer. " \ . 

*"t5. r jQwi^ 63 y ddnde es.ta la,X>inea'lnternaclonal para Cambio de 

*16. -Al snideste .de Australia, hay un griipo de Isla^ llaraadas las 
Antipodas. Pueron llamadas asl porqi^e son antipodas de - 
Greenwlcsh^* Sin lasar nlngdn globo o mapa^ escribe la poaicidn 
. de laS;,Antlpodas. Ciiando es medlanoche en Greenwich, iqa6 
"■ hora dei ,dla es en las Antipodas? Cuathdo es mediados del ^ 
verano en Greenwich, iqu^ pstacidn es eii las Antipodas? ^ 
iSignifica esto qye cuando es 21 de Junioeri Greenwich, e? 
21 de diciembre en las Antipodas? ' ^ . 



12-5, yolumen y ^rea s-uperficial de la esfera 

En Ips capltulos anteriores se hsv estudiado con.' deta^le^el 
cubo. Recue3i<da que es .una »superf isle. " El volumen de un cubo es 
ei v<xl;umen del s6lido*rectangul"ar cuya superficie es un cubo, 
Si la.medida de" la arista "6^1 cubo es e, entonces la medida, V^, 
d^l volumen es e^. S;i volumen del. cubo es unidades cubicas. 

El- sublnd^e, c, In^ica slmplemente que se trata del cubo. 

,Por [volumen de^ una esfera, entendemoS el volumen de un §6lldo 
^l|.mitado \s>or la auperflcl^ esf^rlca. En estfi secci6n daremos una 
fx5^ula"para la medida, V^, del volumen. Representemos por r el 
• radio (es declr, el ni^ero de unidades de longitud del radio) de 




; medida i^proxJliimda \<3e,l^.^ :1a e^f ^a, Corjistruye alrededor 

.Es1;o<tjlene * 
4a apai^iencla de ma bola de , * 

b^isbol dentro jde tiiia eaja en la^^ '.v > ; 

^ue 9abe^:exactamente^ .' , . ' / . * , ■ " ; 

La'^a^^ Entoncea 

Como la eare3?a esta enteram^ajbe dentro del .cubo, el VQluiiien. de 
1& eafera bb menor que el volumes del cubo. Por i?anto .. 

kiora* construyamoB vxi cubo* cpmpletamente. contenldo en la . 
esf era, de modo que 'todos bub v^i'tlces estjn sabre la superflcle 
'esif^rlca. Lob puntos ^JA, y B 
. Bon vertices opuestos sobre el 
cul?o, y *C . es el ♦ centre de la 
. eafera y del <cubo. Ves que .C 

est£ en . el segmento 1SE» ' .Entonces 
* A y B son antipodaB. ADE es 
un trldngulo rectangulo, de manera 
q^® . • ~ • . . . 

• (AD)^ = e^ + e^-- 2e^ • 

donde e " ea el ndmero de unlda^ _ 
des de lUS, Ahora ADB es'un trldngulo rect^Lngulo y por con- 
. Blgulente, • 

/(AD)2 + (BD)^ « (AB)^ . 




Pero BD a e" ^ • ^ 2r. Entonces 

* • 2e^ + e^. = (2r)^ 
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' Como el voliimeni de'^la .esfera es mayoj que. el voliimein -d^^ste cubo, 

! * \ Por conslguiente, ^ 

Hemos dbtenldo-* dos' numeros. entre los cuales esta la raecllda 
del volumen de la eafera. Ea->*realidad, esos numeros no son iiiuyc 
pr6xlmos entre ^ftl 'como- puVdes oomprbbai* haclendo v ^ 2 y cal- 
culando^ los voliimenes Jos dos e\atoos/ BeteirnljaAt* una.fomul^ 
^exaeta para el volumen de la esfera es.^ian problema dlfioll porf 
; fiJiora* Pero se puede* demos trar que el vblumeri de \Hia esfera es 
^irr^v unidades^ dondf tt es el mismo pmero que hemos ettcontraiio 
C ' b1 trabajar con las circunferenclas, 3f r ea la medlda del I'adlo 
\^de la superflcle esf^rlca* Qbserva que ^ cle ma|iera que^ 
ciertaifiente estd 6ntre 1*552^ y 8r^* El ni5mero ir : es , 
un n^Smero real aunque no es raclonalj es un num^ro Irracional* 
Se ha calculado su forma decimal Qon muchas clfras* Con clnep 
clfras ,declmales *es * « 

, ^ . 14159, • / ^ 



Aunque no lo hemos demos trade e^* ^Jfe^T^lbro,- usaremos el 
hecho de que el volumen, V_,, 6e una esfpra con radio de medlda 
r esta clado por la f6rmula ^ ^ 

^ ^ ^ : yv« 4''rr^ unidades cubicas r— - - ~ 

^S 5 

* \ Si el radio de la esfera se mlde en pulgadas, entonces el volumen 

se mlde en pulgadas c^blcas* lias otras unldades' se tratan de 1^ ^ 
^ ^ mlsma manera* , 



■ - • . . -521- ■ " ' •■■12-5^ i 

' ■ • '„'■■■■ ■ .' 

Area siaperflolal de una esfera , 

Hemoa aproximado ©1 volumen de la es^ra cdmpal'andolo con l6s 

yoltSmeness^del cubo mas peqijiefio e^&terlor a la esfea^a y» el cubo mas 

TSrande^^Titej^loi? --a^ia^in^^ el 

^ea superficial de la esfe*ra (el area de la cascara^ de 1^ naranjftjt 

pdr ejemplo)* ^ " ^; * . 

SI observamps el cubo^ que. construlmoB para encerrar la esfera,- 

vemos que la arista >del .pubo tiene por medlda 2r, Entonces, cada 

cara del cubo tiene por $lrea 2r x 2r s= 4r • Hay 6 caras' en el 

cubo, luego el area superficial total, del cubo tiene por meq(ida 

2 2 * 7 ^ • ' 

6 X 4r- » 24r . Parece claro que el area de la stiperflcie esf erica 

es meno> que el are^ de la super-flcie de ^^te cubo que la encierra^ 

EhtonceSj , - * 

\ < 24r^ - . 

donde A'^ representa el area de la superflcie esf erica de radio r» 

, s , « • , ^ ^ • 

pbserya abora la superficie del cubo interior* Hemos vis to 
aintes que el cuadrado : .de\ Iti arista e erk 

■ e = ^r * . 

Fero e es justamente la medlda del area de cada cara del cubo 
interior. Entonces el ^rea superficial de este cubo interior es 

>tri ^ ■ 

Como el drea superficia3f oB^la esfera es mayor que el area super- 
ficial de este cubo que ej3ta completamente contenlda eft la esfera, 
tenemos ^ ( . . ^ . 

i^De estas dos desigualdades, obtenemos ' 

\ 8r^ < Ag < 24y^^ 

Tambi^n ahora, como en el caso del volumen de la esfera, no hemos 
bb tenido^^f|jmil?e son muy p3^6Dcim6s entic*e .si, pero tefteftibs una 

idea apifcxlmada del area y el metodo sugiere como obtener una apro- 
ximacion mejor del area^ superficial. En ^Jin9 de nuestros cursos mas 
adeiahtados demostraremos* que; ' 



tv»i-.^^?■^^^^V^pF^*•^'»*^-■i^y^-*~^ -.--i--.>VN ..^^^^^^ ..-V ...V-*- V. v~ 

^t;^-: -^..'If* - . ♦ * -^v- ■ ; --\\~ ■ ■■ * * , ^ ^ 

• ■ . '. A. -Vl* -Jr^. - -g' .". ■ : 

' . ^ ; ' , !^ea de- la su perfl^l^^ esf!eri<;a - es • 4ira» -unldadeB 

' , cviadradas de ai^ea^ ^ ^donde k* la roedlda del radio de .la " 

• • . ' , '^sf SI Ag yeppesenta' - e!fc Irea de la- s-ufierflcle • ^ * - 

". **: ,•, ea eaf^rlca, / ' ::-^_~^-Jpl----.^ 

Obse3?va que A« « 4irr es aproximadamente^ ,t2.^p $ que.estd 

. dentro del Int^rvalo^de 8r a qvieheioos hall ado anterior- . 



mentie para * . - ' 

. Podemos comparar a:rea%uperficial cqn el drea de pn 
^clrcuio maxlmo de la eefera^ Un ckrcullsgp^ radio p * 

por tanto, su drea serd irt^ unidades cuadradarf. Entonces^ V 

■ • . * * . ■ . ^ . * , ' . * •* ^ 

. I ittfea superficial 1^^ v. /area de tmo de siasV^ . 
.\de la esfera . / - \cIrculos msbclmos j 

SI el rad^b de la esfeija se mide en pulgadas^ au drea superficial 
se mide en pulgadas euadradas. , , * ' - * 

^ompas de Jab6n " , 

DesaVrol'lemoB algunas Ideas qiiie nos ayuden a estudlar IpsM 
poinipas de Ja^>6n. 'En primer lugar^, consldereinos una esfera\^e 
radio. 2 unidades. Entonces nuesrtras fdrrauXas ,nos dan 

para el area y el volumen de la eafera respectivamente. Suppn 'que 
tenemos un cubp del mlsmo volumen que la esfera, > iQu© rel-acidn 
habrla entre el area superficial del cubo y el area superficial de 
la esfera? El volumen de la e^era^ es'un-poco mayor que *'52, puea ; 
TT es un poco mayor que 3. Entonces, ' si' e es elmSmero de unl- 
dadea de la arlata del cubo, e-^ debe ser «n poco mayor que 52:^ 
pues e-^ e a el volumen del cubo. Gomo resultado, e^ es W ppco 
mayor que 3. Con ott'aa palabras, la longltud de la arlata del 
cubo que tiene el mlsmo volumen que*" la esifera sera llgeramente 
mayor que 3 unidades* Gomo el cubdr tien<& seis oaras, A_ 6e ^ 
Entonces.su Srea serd maypr que .6 • 3 =5^. Este niJmero ea 
clertamente mayor que iSir, el ^rea superficial de la esfera. SI 
hubl^ramos efectuado este pdlculo aon mayor precision, las areas 
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hubieraJOL result ado asli ^ . * 

- ' . : A„ »'50.2^, « 62.48, ;"■ 

Sup6n que tratamos otro e^eraplo y consldermosMXa e&fera de 
radio 5 unidades. Entices las fcSrmulas nos dari ; 

Aqul es" aproxiraadamente , 527 y entonces, para un cubo del 

mi^mo volumen^ V„ w527. Luego » 527/ de manera que e " es ^ 
un ppco mayor ^ue pues • 8-^ ^ 5%2r. Segiln esta^ A^ es Un ■ 
*p0 CO mayor que 6 • 8^ = 584. En este ejemplo,^ A^-?* 3l4, 16 y 
A « 584. Nuevament^el area de la- superf lcle esf^rlca es clara- 
mente menoi* que el" ire a del cubo de igual volijiraen. , Estos, aon dos 
ejfen^los del slguienfe hecho:; 

i^, — — ^-una esfera y un cubo tlenen Igualea \(gi^raenes, el 

. area superficial jae la esfera es raenor_que el drea 
^ superficial .del cubo. . 

En realidad, se cuitfple un enunciado mas fuerte: 

. iSi tin sdlido cualquiera tiene el rai^b volumen que una 

esfera, el area superficial de la esfera es menor o\ . , 
igualque el area superficial del sdlido. ^ • 

Aho«pa, ja nuestra- pomp^ de jaboni La pellcula de Jabon tiene 
cierta elastlcidad. Esa elasticidad "tracciona" la 'pellcula tan to 
como puede. Como el aire co^enldo dentro de la burbuja tiene un 
. volumen dado, las prople'dnde^lslcas requieren que la superf Icie 
" tenga un area tan,pequeaa como ijea posible para ese volumen, Cbmo 
se ha establecido en el parrafo anterior, esa ^rea sera minima 
euando Ta superf icie sea la de una esfera. Esta es laNrazon por la 
^-duai las porapas^ de jabon son esf ericas. > ^ 

„±„ : .. ., \ , ■ " ■ 

.... .... Ejigrci;cios '12-5 

1. Haila el volumen de las esferas cuyos radios se Indican a 
i. ■ • • 22 ' •■ 

, contlnuapion. Topia ir 
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8/ itos esferas tienen SUB i:^<3ios en la §. \ 

. (a) DeteiTOlna la i^on sntre sua vol\^^ ^ ' 

j(b) betemiiia-la.j2a2Qii ewtre sua areas superf iciales. 



usando los valores de loa cosenos ^Te loa ^iguloa^ 
una f igura .cfe la tlerra'« Llaifta N 



12-6/ Longitudes de las clrcunferenclas menores * , . 

iCdino hallarlamos la longitud de'una clrcunferencia de lAti- 
tud? En esta aeccion mostraremos coino puede hacer^p este calculo 

Prlmero dlbuja 
ai' polo Norte* ♦ C al centro "de 
la tleri«i> P a un puntO|SQbre la , ■ . ^ 

Wuperflcle de la tlerra y E al^ . • 
punto directamente aJ. sur de P 
aobre el Ecuador. La figqra mues- 
tra la Qircunferencla maxima que 
pasa por P y E. Entonces la 
toedlda en grado% del a|igulo PCE 
ea la latitud del punto ^ Sea 
A un punto tal que e| angulo PAG 
sea recto, y W un punto sobre el 
eje de la tierra de jnanera que el 
angulo PBC sea refcto. Entonces 




PBCA es un rectangulo y, por 

cqnsiguierite, "5H /es congruente con es declr, las longitudes 

PB y CA son iguales. Pero §| es igu&l, al coseno del angulo 

peA. Entonces 4^ L" es la latitud de P, tenemos 

f • ■ 

CA .. T » 



/ 



El Ecuador ejS la clrijtjnferencia maxima que se muestra en la figura 
contenida»e]i.un piano peipendicular al papel y^que pasa por E. / El 
radio de la 'circunfei»encia es TJE. Designa la longitud de esta. 
circunferencia maxima cort la^letr^ e, . Sitonoes, la longitud del 
Ecuador es 2r(CE) = *2Tr(CP), o • ^ 

. >• e = 2Tr(CP), . > * ^ • 

iPor que-es CP CE? ' La circunferencia de latitud ign P tiene su 
centro . e^ B, su r^dio"' ea SF y su piano es perpendicular a W.' 



por EnfeonceB' * . • " . 

I n . , t I I n ,. W . , .11 , ■ 1.1 , <- ^. .m, , 1 . . n.M..... ... ^ „..,,,. ^ 



De acu«^o con esto, * . 



cos L = TjjfT », g;|ggj - f 



iQu^ prppiedad representa la segunda igualdad' de la iSltOma line 
GCmo cos L' ^, se deduce que > p = e cos B"*.' * . 

La iongitajd v'del Ecuador tiene unas 25, 000 millas. , Bsto da 

- I) « 2§,000 cos L" * Z . • 

donde L*. ©s la .latitud ..del punto P. SI se conoce la latltud 
del punto, la long;^tud de la clrcunferencla menor <^e pasa por " 
ese: punto puede calcularse median1;e los cosenos de los diversos 
angulos que se dan en' la^ tabla del ' Caplfeulo 9i 

EJemplQ-, La latitud de clerta ciudad^^ 35*. Galcula la 
longltudj&proxiniiadaJde la clrcunferencia menor que pasa^ por la 
ciudad7 , La longltud de la clrcunf erencla irn^nor es dg unos 
25,000(cos 35") millas, es decir, 25,000(0.8192) millas, lo que 
es 20,480 millas. * . - ! . , . 

EJercicios 12~6 ' * ' . 
J. Oalcula cbn la aprpximacldn de una decena de millas^a^ Ion-- 
gitud ^de una clrcunf erencia de latltud que pasa ptefi* el punto 
cuya latitud se da a continuacidn : * 

(a) ,15" . (b) 75" . ('6) 45" 

2, La -cludad A tiene por loiigitud 15° e' y la cludad '^B tiene 
por^longitud 25" E. Las ciudades e&tsbi sobre el raismo para- 
lelo de latitud, 30° N.. . 
(a.) \Determina la longltud de 

, , . „ :^a_ cirjcunferencia.de : 

latitud en la que est£ 
ly ^ciudad. , , 

(b) e3j dij^rama representa 
la circunferencia de 

' latitud. Galcula la 
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longitud de la semicircunferencia OBC. 
(c) Itetermlna las difei^nclas entre las longitudes d« »^ y B. 
{d) La longitud del arco B .es ' (paiPte fracolonarla)^ de- 

la longitud de la semipi cunfei^ncia, ' . 

(e) Calcula la longitud de Jffi, ^ • * ^ • 

*(f) Un ae3?oplano vuela ceroa de la 8uperflcjt,e de la tierra'y 
* sigye el p^airalelo de'latitud de A a B. ^i.viaja a^ hOO 

millas por hora, (.que tlempo l,e lleya- el vjAje? 
iQu4 dist^cia hay entre los meridlanoe • 10° 0- y 70- »0,^ en la 
latitud 40* N,. a lo largo derparalelb? • ^ 

Por tlempo solar sp deslgijia -^l tiempo detemiinado por la .posi* 
cion del sol. Las zijias de tlempo normallz9,do no deben entrar 
en este probl4Rna. ' ' • v " , . *' 

(a) Si el tiempo solar es 7t00 a.m." en el'meridiano . '-lO" *0,^; 
hs^lla el tiempo solar en e'l ^meridlano 70° 0. * > 

(b) Si el. tiempo 'Solar es 7:00 a.m. en el meridian© 70° 0, 
^ halla, el tlempo solar en el merldiano 10*" E, 

Las clud$Ld6s A y \ B tlenen, mbas, la latltud 
estan. en la zona de Igual hora; efe decir, una persdna no" dambia 
la hora de su .reloj" al Ir de. una piudad a ptra. El so?, s^e en. 
A exactamente una hora despu^s que en B. iQue dlstancla hay 
entre las eiudades y'er* QVie dlreccion esta. A con respe^to 
a B? • , > 

6pCI0NAL« En la Sq colon 12-5 hemos efectuado algunos calculos 
para ayudamos a determlnar el volumeh de lina esfera. EsoS 
calculos nios han dado resultados aproxlmados. Se ha Indlcado 
que la formula correcta para el vdlumen de una/ esfera es 
V =' ^irr^. Tamblen heihos dlcho que no trataremos de demostrar 
esa formula -ahora. ^* Posteriorraente^ . en cursos de -matematlcas 
mas avanzados, aprenderas a demostrar que la f6rmula dada es 
correcta. ' ' 

Trata de ha^cer lo slguiente para verlficar que la formula 
para el vo lumen de la esfera es correcta. Debes .ef ectuar cui- 
dadosamente todas las medidas para este experimentb. 




i 
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GBJfiXIVO. Vorlfldar que: la f 6iTOula el iplunien de la .Bsf^ra 
^: ■ > es V=:*"^fin?. . * ' / ^\ ' ' .,■ 

MA!I®RlAIiEsV' "ia^- tJna^esf^ra (una -pelQt&^dp^'BSitS^ Aos ' ven<3jSa 

• -bien).*.' ■ '''V^ ^ " * 

\(b) :'tJ|i dep6slto {uno f<)ma SJaterlbr sea la <3e 

. - • • • uft sdliap rieotangulai*, ta3! G9m6 -una caja de leche* 

\ . ■ ci§ m€5jaio gal<S|i sin su tapa); , . ' 

.(c):. Una -regia '(graduada, en 1j6 avos de pulgada o en 

, declmas d'e oe'ntimetro),- . ' , , 

• . « TJn <5ep6siito que contenga, inas o menos un cuarto 

' de gal on de agua, • ^ • , . 

; \ (i) Mlde el dlametpo como ^ .1* 

• „ ; 'ae indlca a la .de^echa.. >. 

Caleula el radio .de, la 
; es'fera. 
,* (2) wide el 4argo y el . " . 

ancho del Ihtepior del 
dep6slto» ^^Reg6 llenalo ' , 
\ PQ^rclalmente con agua* * . 

, ■ * \ Marca culdadosamente el 
nlvel del agua. Symerge 
la esfera en el agua de 
manera qxje quede comple- 
' tamente tiubierta. * Ma^ca 
: ^ GiAidadosamente el mevo 
' . ^ nlvel del agua- Deter- 

mina la medlda de la 
. \ . dlstancia que Ha subldo 

el nlvel del agua. \ 

. : . , (3). J3alcula:fil . prQduct^^ . . . , . ' . 

las .medldas de las * • 

slgulentes magnitudes: el largo del InteiMpr del.^ 
^ dep<5a^ltoj el aneho del Interior del depdsltoj la dis- 
tancia 'que ha sujildo el nlvel del agUa. 
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(4) , iEs IjBi respuesta de.Ja pr4gunta (5) el volumen <3e la 
' *• esfera? Expllca poi^. qu^ s$ p pt)p .que no. 

(5 ) . Qaltml a -el v s ig rc^-^ -j^, 'u t lll za n x3o"-^lrh:^tllD'n^ — r 



•V esfera* ^Es r*' menor que el volumen de la esfera? 
16) Determina el pro(3ucto de t y r^." ^Es la ,respuesta. " 
^ menbr^que el volumen -de 1% es^^a? , 
„-(7) Myicle' la respwesta de (3) poy la respuesta de (6). 
,S1 Jias hegho cultaadosamente tu trab^J<5, debes oblTener 



♦ ; • :\ina regpuesta aproximadamente Igual a 6 1.5. jLa 

has obtenldo? . ^Que relaci'6n hay :entre \ li 6 I . 5 y 
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LO- QUE NABIE SABE EN MATEMATICAS 



. 15-1* Introduccl<5n ' ' . . » * ,. s • ^ ^ 

Co» Ips artlcMlos qwe conatantemente s^' ven eri periodioos V . 
' revlstas, referentes a cdhetes,. sat^lites- artlficiales y radlote- 
I '.lescopios/ para no menclonar los nuevos antlbioticos y. muchas otras ; 
. Questiones. ref erentea a ^ medicine espaclal, • todoa estamos entera- , 
•dos del actlvo trabajo y de los rauchos problemas no resueltos en 
las diferentes ramas de la 'Cl«nc4.a. J4uchas personas, sin embargo, ^ 
tienen la Qurlesa idea "d© q«e las matematicas constitujg^n un tema 
^ . terminado* y inuerto^ q^Q fue embals^ado dentro de las ^pastas de un 
librq poco tlempo des'pxies de Sir Isaap Newton. Actualmente *la% ; , 
raat'etaaticas estan en tllita aetiyidaf como exialquiera' devlos campos 
' , que acabamos de mencionar, y tienen un^ amplia variedad de proble-^ 
mas aun no reajaeltos que desafian a los Jiombres de ciencia mas 

inteSigentes. " , ' " 

^No, solamente ban crecido ei^cantidad las matematicas, sino que ^ 
e/ ntimei^i de tlposrde matematicas est4 creclendo^^ ulta velocidad > 
; y^asmqsa. Al final de este^eapltulo se reproduce la cla§±^acio^ , 
t- ; de i6^*" temas de MathegiatlQgLl reviews , una publicaclon que cpntlen^ 

resumenes breves de las investigaciones matestnaticas y ^ufe anual- 
j. mente publica mas' de 1^,000 paglnas a ddble columna. Hay . .^^3i5 

temas en -la lista, que es mas del cuadrui^e de los que .apErtreqfan en 
■ la .clasiflcacion previa, de 1958. . La fityor ^rtQ de esos. norabres 
no te son famil$ares. . Probablemente estas tefSado de asociar las 
. nuevas matematicas con. las maquinas de calcular, una nueya e^Amjgor-;; 
tante rama en la materia; pero observar^s qu^ el tituip "MaqiJinas ' 
de calcular" ocupa una pequefia porcion de la lista* "llaraada "Andlisis 

nuili^rico". ' ■ j. ' ^ . 

5 :Alguno.s de'los temas tienen nombreS familiares, tales como gfeo - 

~^~^metrla y algebra, pero encontrards may ^>ocoff nombres' f amlliares ba^ 
.esos tltulos. Una persona que se gradua con ^ el titulo de Xtoctor en 
Mateiaatic?as no puede aspirar a tener un profurido conocimiento mas : . 
Vqiie de unos pocos de iqs tema^ ^que aparecen^en la lista. Ademas, la- 



mayor parte cle las apllcaclones 4e las matematlcas no se oonslderan 
en esta llsta^ slno que aparecen en otras publlcaciones. * . 

. ErjL este caplttilo ccnoceras algunos problemas no resueltos en* 
matBmapi^ se trata de problemas no resueltos 

tlplqos, pues debemos' e^^coger algunps que tengan algtSri sentido 
para t$ y en los cuales puedas h&cer algtin pequeHo progreso* Pero * 
aun la mayor parte de lbs ^^esultadoa* que- enuncl^remos se obtlenen 
por in^todos laucho ift^s avani^ados que los que . conoi^esj nadie sabeX 
aiJn cdmo seran resueltos f toalmente, M si ser^ resueltosy dlchos 
problemists^ . t 



. ^ . _ — . . . «^ 



^13^2* Una conjetuj?a sobre los ^niSmeros prlmos • \ t 
En esta, sQcci<5n y en la sigulente, consideraremos^ a 
problemas sobre los numeros primos, ^El matematico esta principal--' 
mente interesado 'en el probl^eona por b1 mlsmo, pero puede sorpren- « 
4erte e'X saber que .aun en estop -casos hay apllcadones, . Algurias* V 

g^e las propiefadea. #e los ndmeros prlmos se usan^^ por ejempl©^ 
para verltlcar l|i ^exaotitud de los programas propuestos a las 
cal'culadoras. Tales propiedades se usan tambi^n para determlhar 
syceslones de los llamados "dl^ltos al^^azar", * Hablando a grosso 
modo, una.*sucesi(Sn cle dlgltos al azar es una sucesloil de n\imeros 
.pntre ; 0 y 9^ inclusive, en ^la cual no %ay ningun^ ley de 
Tormacldn* Un decimal periddlco, por e Jemplo, tendrla una ley 
definlda o "modelo", pero no parece ha'^er ningun modelo prefljado 
en el decimal correspondiente a \^ * - 

iinterlormente has trabajado con nilmeros prlmos. \ . R^^ordaras 
que un nxpero primo es un ntSmero natural -maybr que 1* que no tiene 
mas f a<^ tores que^^i mlsmo y 1. Seguramente '^ha 3 uBado un m^todo 
llamado la Crlba de Eratdstenes para hallar los numeros "prlmos 
hasta cien. Al^ final^ de este capltulb hallai^as una llsta de* los 
n^jpnjero^^^ hasta 1*000, Lavmay^rla de las blblloteeas unl«^ 

versltaKlas tienen una lista de niime'TOB prlmos haata dlez mlllones 
^"Lista de numeros promos de 1 . a. 10,006,721", por D'.W. Lehmer, 
Carnegie .Institution of Washington, 19l4). . ' .» ' ' 
~. Los nUraeros prlmos tlenen pro^dedades* muy interesantes. Una 



Bwy Itoportante Qui lias usado con frecuencia es la que dice que to<Jo 
niSmeiro .natu3Pal, excepto ^1, o bien es tm numero .primo, o Wlen se 
pueple escrlblr como un producto de f actpres prlmp^ de una' linlca 
^ manera' salvo el ordW de los fac tores. Por ejemplo, 38 = 2*.x,19 y 
75* « 3 X 5 X 3. Pop ejemplo, cualquiera que sea la manera en que 
fesoril:>as 75 como un producto de n^merps ppijnosy habra 
* 5 , y un numerol 5* Usas el metodo de^ descomponer nin n^mero en fae- 
toree pa:*linos casi sleinpi?e que, necasitas^xpre&ar. una fraccldn en, su 
\ forma Irreducible, ' Se podi^la preguntar qu^^Wmeros podemos obtener 
Bumando" prlmos ^ -Es f acil ver que todos los njSmeros naturales ma- 
yores que 1 puedeh obtenerse sumando prlmo6** Para mostrarlo^ ; 
supon prlmero que xx es' un nilmero par cualcl^lara* Entonces h 
*n 2k, donde k es un* deteiroinado ntimero naturalJ, ;^^:Por que*? \ 
Pero ej3^tonces n ^ 2 k+^Z > v ^ . .+ 2/ donde 'el^ 4? apkrec^ k 'Veces ; 
^ en la^ suma :y como 2 es. un nuiiiero prlmo,*.estQ muestra que^ toda 
niSmero par es una suma de prlmosv Supdn ahora qixe ea un;;'kidmero 
impar mayor que U En este casq^^ iqiu^ cjLase de ni%efo es n --3^ 
^Es Q blen 0 o blen un nilmero natural par? i1?ot qW? Si n - 3 
es 0 entonces n » 5, que ep ya un miottero. pritiio^ mientras que si 

n - 3 es un numero natural par, entonces n -.3 = 2k 2^ " 

• ■ ' ' ■ , . ... ■ . . ■ . ^ 

. , . ' n = J + 2 + 2 + . . . + 2 • ^ / ' 

' donde el 2 aparece ^n la suma k veces?^"^ Entonces todo niSmerb 

"■ , ■ ■ ■* , • 

natAiral es una suma de nxSmeros »primos, . Si -efecta, hemos mostrado 

.que podemos hacerlo us^ando solamente los #n}lmSros primoS 2 y 0» 

\* Ahora hacemos una pregunta mas difleilT iCuales son.^los ni5-. 

meros naturales que pueden a^r obtfenidos como la suma de exacta-^ 

mente dos numeros prlmos? Com<J el menor niSmero pri&io es, 2^ el 

^ menor niim^ro que es suma*^ de exactatpente dos primos debe ser 4, 

pues 4 t= 2 4- 2, i Podemos expresar todo numero natural^mayor o ^ 

* igual que 4, como suma de exactamente jdos numeros primos? Ensaya 

los numeros 4 a 20.^ ,^Has encontrad^^^ que no pueda ser 

escrito como; una Buma de dos. numeros primos? j^CuaiSfcos? ^Cuales 

son? iSon tod^s ellos impares? 

^Suedes imaginar alguna* razdn en vlrtud de la cual es maa . 

diiflcil expresar un n\5iaero lnqpiar comb guma de dos nximeros primos. 




que tin niSij^p par? iQuiz^ te ayude la slguiente observacion: en 
/la sucesidn cle nilmeros prlmos, el iSnlco niimero par es 2*, ^Por 
.qu^? ^ Ahora^ .ai la suma de dos niimeros na turtles es ^m n\5mero 
^Par;^ iQxa^ puedes decif de los dos niimeros? ^E^\jglerto q\ie iano * 
de etllos^ debe ser par y el atro Impar? Ehtonces^^ si ,un n^m%^o . \ 
iiapar es suma de dos n\Jme3^?os prlmos, uno.de esos numeros prlmos 
: es par y ciebe ser iguai; a 2* Entontses la iSnlca. manera poslble _ 
devespribi^r ,11 es* 2 + 9» Pero por desgraola 9 no primo, 
y en consecuenoia . 11 no puede ser expresadb coftio la suma de dos 
niimeroB primps;" ^ 

^ * Ha,blendo vlsto que no podemos obtener todos los mameros im- 
pares coiao suma de dos primosj dedlqu^monos a los numeros paJ?es. 
Pregtint^onos qu€ numeros pares mayores o Iguales que 4^ pueden 
ser expresa^ens como la suma de dos primos, Como experimento^ 
-trata, de^coinpletar la tabla slguiente para los n-umeros paces de 
4 a 26: v * 

, 4=2 + 2' ■ 10 = ■ '.16= * 22 = 

6=3+3" 12 = • . 18 = . 24 = 

. ^ ^ 3 + 5 ' 14 = . . ^ 20 = . 26 > 

iHas podldo completa:C la tabla y expresar cada niSmero como una 
suma de dos prlmos?\ De paso, icu^tos de esos niimeros se podt»lan 
escrlblr de mds de una manera como suma de dos numeros prlmos? ^ 
El menor de esos nxSpieros es 10^ pue% 10 = 5^+ 5^3^ 7* 

' ^ * ^ / . ' ^ * Ejerclclos 13-2 ' 

\l Contlnua la tabla anterior par% los ntigperbs p^res hasta- 100^ 
. N iHas podldo expresar cada uno de ellps como la suma de dos 

numeros prlmos? v ; * - 

2. Par^ ios numeros pares de ^4 a 50^ detysmilna el numero de 

maneras de escrlblrlos como una. suma de dos numeros prlmos. 

Tajbula los resultados de la slguiente manera? 



26- 



48 
5Q 



i7 



|. Sobre la base de esta experiencia, iaventurarlas una hlp6:^e&l8 
acerca de la poalblllGlad die expresaV todps los, niimeros pares mayores 
que 4 como una suma de dos numeros prlTOOS?^^'ConGretamerite/-iqu^ 
Bodpecharlas sobre la verdad de la conjetura que slgue^ (Una con-- 
jetura es ^Justamente unaJ^o^ecba razonada. ) ' . 
. "Todo n\Smero par mayor d* igual que 4,;pu©d6 ser 

representiado como la suma de dos. nuinerps^p^^^ 
Si piensas que e^o es pj^obableraente pierto, estas blen orlen- 
tad6. Este enuif ladp^e conoce con 61 'nombre de- con jet\n>a de 
Goldbach. Goidbach la suglrio en una carta al gran matematlco, 
Euler,^ pidi^ndole que la probara! Euler no' pudo probarla y, desde 
eae' tlempo, muchc^s materaatlcos ban estudiado probleipa. Sin em- 
bargo, h'^sta el presente, nadle sabe si eX enunclado ep .verdadero - 
oJI^Q. . 'Es wia parte de l^s matematj.cas que padle conoce. 

'"'^^'^In embargo, se ban heeho algunos progresos. 1956, el 

matematlco ruso Vinogradov mostrd que todo n\imero Impar a partlr , 
de clerto numero puede ser expresado como la suma de tres numeros 

""prlYftOff. — "jlPoT qtt^ tiecimos ^ue-^to »e aees^ca a la con^etura .de 
.G«adbach? Porque 31 la conjetura de Goidbach es verdadera, enton- 
ces -el teorema de Vinogradov es una consecuencla facll. La deraos- 

• traci6n serla &sl : 

• * ♦ Supongainos qu^ la "conjetura de Goidbach es verdadera. 



Entonoes 



sea . n * xm mimvo natural' Impar cualqtuiera mayor qye 5. iQu^ . 
pu«dea decir sobre el.kiimero n - 5? ^Es par o Impar? iEa-mayor 
*qwe 2? De apt^erdo con la corijetura ae Goldbach, ^qu^ puedes con- 
' cluir^obre li - >?. Si n 3 « (auma de do^ primoB), entoi^ces 
n fc 5 + (sxima fe dps primos).' Entonces^ ide'^cuantos numeros.primos 
es \ n • la suma? Este es el teorema dev Vinogradov. 

Debido a que este teorema y la conjetijra de Goldbaoh estin 
^ t&n itet^aaamente relacionadoa, tauchQB matem^ticos pensa«*on que 
Vinogradov" estaba en" el buen caraino. No es imposible que alg\ln , 
dia ^1 resuelva el'problema de Goldbach. 

Te extraSar^ probablementie que* se est^ tratando de px-c^ar algo 
corao la coiiiletiira Goldbach. Np es suficlente probar j^eriroen- 
■ ^talinelite si 3«2( curaple en un gran numero de casoa^- digampa mediante 
una calculadora, pues^hay infinitos numeroB pares por probar, y no 
podemoa probarlos todos. Necesifcamos una i^egla g^eral qtte se * 
aplique a" todos los numeroa pares inayores que 'S, que raueatre qtle 
todo^a ell^s pueden aer eacritos epmo la :s«fna de dos primoa. Si i 
encuentraa esa ley, o si puedea encbntMft" un n\jmerp par que no 
es la suraa de Jdos niSmeros prijnos, tu n/mbre aparecera en prime'ra 
pagina^n e| raundo de las matematicas. 

15-5.^ Distribucionea de ntimeroa primoa I 

Observa la liata de loa nxiraeros primps al final de ^ste capl- 
tulp. Esta liata tiene algunas propiedadea intereaantes. Por 
ejemplp, ya hemoB obaervado que el niimero 2 >es el iSnico niimero 
primo par. Esto significa que una vez que pasemos 2, to'doa lo^ 
' numeroa primoa seran impares. "~Entpncea la difeVencia entre dos 
numeroa primoa consecutivo^ cualeaquiera de la suces^<5n, es * • 

siempre par. ^Por qu^? Determina un par de niiotteros^ primes cpn- 
secutivos cuya, diferencia es 4. Haz 'lo miamo para cada una de ^ 
iaa Qirerencias 7^, '6, B; '16, 12 y i4. , iHaJ^* una dlfere^ , 
mayor que 14 en la parte de la suceaidn de 2 a .JOT? De hecho, 
ai examinas la aucealon d^ nximeroa "primoa haSta 500, no encontra- 
ras ningun vac.io mayor que 14. Sobre 1^ base de esta evidencla 
podrlas spspechar que np hay vaclps mayores que cierto niamero, " 



Esta conjetOTa, sin embargo, es falsa. En efecto, hace mucho 
tiopttpo, alrededor de JOOr'aSos aV de J. G. Buclldes demostrd' que 
.->,i^Vaclos tan grandes como queramos en la sucesldn de los numeros"*J)rl" 

■ mos. " "Por ejeraplo, sea' N el resultado de multiplicaritodos ''loj 
' nojiheros naturales de ? . a 101. . 

• k ^ E • 3 /• ^ ' .5 ' 6, • ... • 101 

Es laejor que no tratemos de efectuar este producto, pues* si expre- 
sas N en la no taclon decimal habitual, te resultar^ un numeral de 
unoa i l60 dlgltosi >. . 

El n\Smer9 N es divisible por todo niSmerd natural de- 2 a 
101, pues tiette a tales* numeros como factores. Observa ahora el 
niimero N + Podemos siempre escribir 

■ ■ • 1 N = 2 



(5 V ^ • • • •• * 101) => 2S 

L el 

cepto 2.. Entonces, 



donde S representa el product© d# todos'los factores de N ex- 



N + 2 = 2S + 2 2(S + 1) 

donde el xiltimo calculo se obtiene usando ?.a propiedad distributlva." 
Entonces N + ,2 , es divisible ^or 2 y, |>or consiguiente, nQ es ym 
•niimero prlmo. 

Gonsidera ahora el niimero N + 5. Usai^do las propiedades con- 
'mutativa y asociativa podemos escribir . « * 

»' N tr 3(2 • 4 • 5" 6 • . . . ^ 101) = 3T 

donde T representa el humero del^ar^ntesi«. Entonces*, 

.. N + 3 = 3T + 3 = 5{T +1) 

> 

Iqui miLgvamente ^emos aplicado la propiedad distribiftiva. Esto 
rauestra qa^^^-^^t^ 3 tiene un factor 3 y entonces no es prirao. 

De ^la mism manera podemos raostrar que N -1 4. tiene el f a^or 4, 

* N + 5 tiene el factor 5, y asl sucegivsanente, hasta W + 101 ^ que. 
tieije un factor 101. Entonces ninguno de los cieh nuraeros 

, • N + 2, N + 5, N + 4, , . . , H +101 



es primo,- de manera que hay un vaclo de porMo raenos 1Q0 entre. 
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prlmos sucesllfcs.' Pareoe claro como se puede emplear este m^toclb 
para mostrar que l?ay vaclos tan grandes como q-ueramos. 

«eapx»^s de Ji^^r ponsiderado las vaclos grandes, examlnemps 
^ueaos. es el menor Vaclo poslble epLtre do^sjiiSniePOS 

prlmos mayores que • 2?. Dos nijaaaeros promos cuya dlferencia es Z 
^se llaraan prlmos gemelos , o sjmplemente gemelos. Un ntSmero prlmo 
^\ie il^rtenece a un par de este tlpo se llama gemelo . Para tener 
,una idea de la frecuencia con que apareceii los numeros primos • 
gemelos^ exanfli^a la tabla de mas abajo^.que compara el ntimero de 
gemelos raenores. que el n\3mero n- con el niSm|ro total.de ntlmeros 
prlm^js menores que ni ^ 





ni3m.ewa..4&- 1- 


" *%V"*' 


n\imero de gemelos < n 


n 


• primos < ...n 


gemelos < n 


numero de primos < n 


20 


, 8 


7 ■ 


« 0^88 


4o . 


'»s 

12 . 






60 




~ "12 




80 " 


22 . 


15 


^ w 0, 68 1 


100 


25 




X 25 . 



* Verlflca esta tabl^ comprobandola median te tu lista de nxime-- 
ros primos. ^Parece indicar la tabla. que los gemelos llegan a 
ser mas escaBos en compavacl6n con el numero de primos? Prueba 
aUn esta con jetura complt tando 1^ tabla del.prob^ema 1 de los \ 
ejerci'fcios slgulentes. liobre la base de esta ey^^dencla, ^crees 
razonable la conjetura cli que los gem^os son escasos en compara- , 
cidn con el numero de primos^ ^De hechd, se sabe que en cierto 
seritldo Ips gemel<?s resultan escasos cuandb eonta,|iuamos la suce- 
"Si^on; dc^^lQ^ iiumeros primo« > - aunque 'ino -t rataremos de proseguir^ •can - 
este tema aquC^ ^Hasta qu(^ puntd resultan /escasos? Por ejemplo,* 
idejaran de aparecer del todo a partir de cierto momen to? He aqul 
algOj nuevamente, que nadle sabe en matematicas. La respuesta a 
esta pregunta aun* no se conocfe* ^ 



/ 

Conup has*v±sto> hay varl$L|^ pr&guntas y con'Jeturas sugerldas 
' r^erente3 a los n\ime«)s nat|rales y una buena partf de ellas no 
• / han sido adn resueltas. La vmk de las matematlcas que trata; de 
V" «€WaL^s\int6s se llama teoVfa de los mSmeros. Si quaeres conocei^a 
/^jor, puedes leer ^iin par de llbritos q\ie sobre este tema ha publi- 
' cado el SMSG con el tltulo de Ensayos sobre la teorla de los » 
niSmeros. Puedes encontrar imuchas m^s referehcias en la Gula para 
- ' estudio • de la teorla de los numeros , publieada tarabl^n por el 
SMSG. • • . " , . 

En los ejercicios que slguen se-^ugleren algunas otra^ ideas 
y conjeturas dentro jlel dominio de la teorla de los nTameros, 

. E.1er&lcios ■ * 

1. Corapleta la slgulente tabla: . 







n\5mero de 




nxSraero (36 gemelos < n 




n 


prlmos < n 


" gemelos < n 


niMero de primos < n 




100 


• ■ 25 , 




^ - 0. 60 \ ; 




200 
300 
400. 


• 46 
62 
78 


29 * 
1 5? • 

41. • 


* 




• 500 


. 95 


' 47 






600. 










TOO 










800' 
90Q^ 






ft ' . 




1,000 • 




, . . 

*■ 

N 





> 2; ' Para pada< flla de la tabla del problema 1 calcula ej" product© 
.' de los numeroa^de las coluinnas primera y tercera dlvldldo por 



el j cuadrado. del n\5mero de la segunda columna. Pam la^^?iraara 



k fila calcula (^QQ),0?), para la segunda- (gQQ)!^^), y asl 
sucesivamente, iTe sugieren una ppnjetura eaos re^ultados? 



Completa la t^la B:|«\:ul:ente que muestea 



primps que existe entre" cuadrados perfdotos suceslvos. 



Interval o 



1^4 

■/ :9 -'16 
16 - 25 J • 
25-36 

56. - 

contln\5ala hast a 
225 - 256. 



%1 mimero de n-uraeros 



de n\5mepos pMmos 



2 
2 

2. 



I 



► y 16 (icuales , 
en la teroera flla 



Por ejemplo, hay 2 priimos entre 
son?:), de manera que hemos escrlto i3n 
de la se^urida colutnua, ^Te sugiere esto tina' conj^^tura? Real- 
men te no ae.sabe adn ^sl hay slempre tin nuoi^ro pi*lmo entre dos 
cuj^rados Vonaecutlvos. - He aqui otro "eiieinplQ .de lo qftae nadle ^ 
satoe en matein^tlcas. * . 

Pue"Qes claslflcar los niimeros impares de aouerdo con sua" 
r^tos cuando se divlden*por 4. -Por ^e;jemplo, 5, . 13 , 7 17 
tienen- resto 1 mlentr^s 5, 7, 1 1 . feleff^n resft6 % SI 
el resto es 1, el\numero puede, ser escrlto en* la forma 
4k + 1 para cierto ndmero k. Si ej^^resto es » 5/ •j^^©<3€j ser 
escrlto en la forma 4k + 5. Haz urta pLlsta de tus TesMtados 
completando la| slgulente. tahla: \: """^ ; 



^5. 





que n, cle la forma 

% + .1 ; V - . ' 


qu6 31 j de la foma 






■ ; ' ',2 ■ , : 


20 




IK ' ■■■■ fvi 


50 . 












50 \ 






^0 . 






70 ^ 






80 




90 


■ ■■■ - x ■ ' ' 




100 







•iQu^ conjetura te suglere esta tabla? Eiisaya tu conjetura 
continuando la tabla hasta 200. ; iPrueba esto que la cpnjetura 
es cierta? ' ,. ^ 

Si examinas la llsta de miraeros prlmos, observaras lop caso en 
el cual tres numeiTOB Impares conspcutlvos son prlirios. ^Cu^es 
aon esos n\iineros? ^Conoces algiSn otro ejemplp .de ^bto? . iSos- 
pechas que esto no vuelve a ocurrir? Trata ^e mostrar que esta 
coHJetura es correcta mostrando que de Wes nilmeros Impares 
conisecutlvos, uno de ellos es slerapre dlvi.3$ble' por' J. El 
ni5mero divisible por 3 no puede ser niimero prlmo salVo cusaido 
es igual a 5. Entonces, pueden aparecer tres prlmo s impares 
consecutlvoay solam^te eji el ca,so 5, 5 y 7^* se Jian 

encontrado* \ ^ . 



I^oblemas sobre eaferas , 
•\ Vamos*ahora a ver un problema^en otro campo. ^ Todo el que 
.^^^^ _ l)ol s a ^a Jo TTa l^oqu ll^^ 

tan molinlllo de caf^^ sabe que cuando termlna la mollenda la bolsa 
l^arece llenaj pero q-ue, sact;idl^ndolaj el caf ^ ,^e asienta conslde- 
rp^blemente* La vlbracidn hace^ que las partlculas de cafe se 
ap3?leten .ejitre ^1 y ocupen menor yolumen*^ Esta experlencla sugiet^e 
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el sigulente prpblema de ^mpaciuetainiento, que 'tl-ene varlas apli'- 
caclones important.es. Sup6n^-que tlenes'un gran numero de "bolltas 
perfectamente esf^rlQas, liechas de vldrlo, marmol o cualquler otra 
sustancla dura, y que jte propones embal arias en' ■un'barril. ^Gdmo 
debes jneter las* bolltas en el bai^i de manera que quepa el mayor 
nximero pos±Ble de ellas? Imaginemos que el l^rri-l es tan gJbnde 
en comparacion c©n las boll tas que su dimension exacta no tiene 
impbrtancia y lo que estamps preguntando es "e,G6mo embalar las 
bolitas de manera qud se tenga el mayor numero posib^e de ellas . 
- por ple ciJbico?" \^ / . 

V Qwlza deberlsanos comenzar con el correspondlente prot|'leraa 
en\el piano. Si quleres guardar ciersbo niSmero de dlBoos ^Ircu- 
lares ii^^nticos, por ejeinplo monedas, ^odmo pued(§3 dlspon<^rlos 
sobre, elVplanp sin que se supei^ongan, de manera|||[ue obteijigas el 
mayor' numero posible . dentro de la regimen plana dada, dlgamos un. 
rectkngulo grande? Para mayor facilldad, supon que' el dl^etro 
de. las konedas se toma -como unldad de distancia. 

N 1 



Hfna manera de arreglar las monedas serla la sigulent 



1, 




en la cual cada ihoneda, excepto las de los bordy, toca a otras 
cuatro. .Reairaente esto conduce a Imaginar cada circunferencla 



como inscrlta en .un cuadrado de lado unltario, tal como 



hablendo luego acomodado los cuadrados entre si de manera que sus 
Interiores llenenla^ region plana. ; ^ 



iCu^l es el area del interior de cada cuadrado? iCual es el area . 
de cada disco? Mueetra que la razon del area del disco a la del 
cuadrado es J» 'Muestra.que esto'es aproxUnadamente 0.7^5, de 
manera qu^ cada disco cubre un de.la regidii cuadrada corres-. 

pondiente. Comp los. cuadrados se dilsponen entre si sin su^rponerse 
para ^ubrir el piano, esto slgniflca que los discos de e^^' . ' 

sicltSn cubren un ' 78.55^ de la regidn plana; es decir, urf '21.^ 
queda sin cubrlr. - . *> ' ; 

iPuedes imaginar ^na me jor manera de cplocar las mpnedas? 
Probablemente ya se te ha oourrido como buena posibilidad la , % ; 
siguiente dlsposiclon; t ^ , v 




E)i esa disposicidn, ja cuantos^Jlscos toca cada disco interior? " 
Es como S3, uno se imaginaVa que' cada disco ha sido inscrito en un; ^ 
hexagono regular |r que los hexagonos se han dispuesto como se m^s-^^^ 
tra con llnea de %razos en la siguiente figura: . ^ « .^fe^;^ 



V 




r 



Se puede Imagiriar que 'un hexagono esta compuesto por seis triangu- . . 
los equilateros, como' se ilustra en la primera figura de la pagina 
siguiente. La altura de cada triangulo tiene una longi^ud igual al 
radio, que es ^. Muestra que el interior de cada hex^ono tien^ 
un: area de : unldades cuadradas . (I^ Ibngl tud de un lado opu^sto 
a un ^gulo de 50' en un triangulo rectangulo es igual a la longl- 
tud del lado adyacente al dngulo, dividida por ) 



Como el ^a del aiseo W la raz<Sn del area del disco a la 
. :d.el Interior flel liex,agono^|^ 

^.^.'/f.^. ■•■ ■ ,. • ' • 

-Muestra que es^ ^Igroaclmadainente O.907, lo eyal Indica que^el , 
dlaco'"cul)re 9p. 7^^X^el hexagono. Como hemos vlstp que los iiexa- 
gonos s^" dlsponen uno/al'lado de otro pajca cubrlr un^ re^^n. plana 
sin supej^ponerse, en esta dlspos'icidn qW^ cubierto con los dlscoa 
un 90.7^ de la regldn plana. Este resulta^o es mejor que el 

iPuedes Imaginar una manera mejor de disponer. las raonedas? ' 
En realldad se puede demcstrar que la disposlcion anterior. es la 
mejor de todas, aunque no^lo haremos ahpra^ ^ 

VolvamoB al problema de embalar. las bolltas en el bdrril. 
iSospechas cuil eS la njejor manera de embalarlas? Antes d© pro- 
segulr, experlmenta con. algunas bolltas y ve si puedes establec^r 
una hipdtesis sobre el Wjor embalaje. * 

Un procedlnilento p^w^ble serla comenzar ponlendo una capa de 
bolltas cuyos centros est^n todos en un piano paralelo al fondo, 
es declr, una capa sobre el /ondo de la caja o barril que se desea 
..llenar. "Des^e. arriba, esto se varla exactamente como si se cu- 
brlera una regldn^^glia'con cjrculos, y en vista de nyestra obser- . 
vacitSn anterior«Hlpe los cfrculos, parecerla que deberlamos dis- 
poner nuestras eSferas de la mlsma manera,' como se rauestra a 
contlnuacidn : , ^'"j^ " 



, V Ahora parece piauaible que tratemos de construlr una segun^a capa i 

• de bolitas. ^piensas que serla una buena,. idea colpeai^^^ cap?: de , j 
bolitas de manera que cada bollta e&U dlrec|amente encima de una ' : 
de la i>rlmera capa? No, parece que obtendrlamos mejor embalaje 

\ tratando^de colocar las bolitas de la aegunda capa aobre* los ,1 
: "huecos" de la.prlmei»a. En realidad no hay e|pacio suflciente para^ 
poner. una bbllta en cada hueco, pero i^demos poner una capa sobre . 
la mltad d^ los huecos, .digamos los que aparecen^.sorabreados en la 
: . ■ flgura anteWf\, ^^Entonces se pue<3e colqcar una tercera capa sobre 
la igunda, cubi'iendo la mitad .de los huecos . de la segurida capa. 
"Esto puede hacerse de dos maneras, dependlendo de qu6 con^unto de ^ 
"huecos" tratamos de llenar. Las' eSferas de la tercera c4^a se 
pueden colpca^ exactaraente enclma de las de la prlmera q eri. los ; . 
"huecos" no sbmbreados de la prlmera>capa. ; ' ' ; . 

Esta parepe ser una conj'etura razonablip stfbipe el" jje;jor embalaje 
• poslble.^ Se "puede mostrar para esle m^todo de embalaje kjue la razdn 
\ del volumen de ^las bolitas al 'de- la region es « 0. 7^5, d^ ' 

' manera que las bolitas llenan- un 7^5^ diel. espaciq/' Nad^^e sabe aun " 
^ si ^ste es realmente el me jor embalaye:, o no. • El ute jor reSultado^ ^ 
conocido hasta ahora lo |btuwo eji- A9hj uyi matem44>lGo britanlco, 
fianifin, quien'mostro que no hay'fep^laj.e poslble en el cual las^ " ; ; 
esXeras Ilenen "mas del 821 85lS*'/^l;: volumen del espai(Sl<).. ^ -,1* 

. Si te sientes segui^o de die conoces la respuesta oorre<iiba a, * • 

este problema, aunque ^n^' puedAs probarla, considera el probleiia .de ^ 
empaquetar una mez«la ^1. boli^a6 de dlferentes"tamaaos. Por ejem- " 
plo, pUedes tener ar|unaa -betitas de; u<I^^iaraetro de dos pulgadas y ^ , . 

• otras de un didraetro .de una pulgadaf^ Supqn que quieres ^balar un 

. barril de manera qiie^ en el total de bolitas que c^iene, el niSiaero/ 
de bolitas de una jPulgada> sea el triple del nu^ne^o de bolitas de , 
- dos pulgadag". iC6mo p^ea intentarlo d/la mejor .irianera posible? 

Hasta ahora "nadie tj,ene sifluiera una by ena. Idea acerca de como 
• V encarar este problema.^ >^ 
Los problemas que hemos tratado son tedricos y el matematico* 
. se-interesa^en ellos por'e:Ho«^mismos, pero tambi^ tieneif aplioa-v 
- clones. En*lo3 materiales'aislantes, debe haber espacics en la .. 
forma de "bblsillos"' de aire pequefios perojque no.sean tan grandes 

ERIC § ; 



(^ue peiTOitan -a:* clrctilacidn^ *Una manepa "slmpliflQar este-pro*- 
blema es •.ojwaslclerstp el embala Je <3e p^queRas jssferas e^^^' cIqs ©apas 




•<J^ ma^rllftl compact'o. -En, algunos. Qasbs debe t^nerse ein cu^enta e3L- .i! 
,^p$a siperfUciailae las,esfl corao* las proplecjades flslcaf 

de los matjeriales mismos,^ En el diseKo y en la prueba^de plistlcps 
,apai»6cen problemas "de; es^|. tipo. » • . / . . 

: • ;. * 'Ejfrciclos ,13-4 • • • , , 

\ Toma el dlamet^io. de nana -mon^d^a de uh centavp como upidad de 
. longltud:^ Klbuja -an cuadrado de 8 lanldades de lado tarea * 
6ft/"unidades cuadmdas), Trata -de disponer monedas de un" 
behtavp devmaneij^^que quepa el mayor niijiero posible de-^ell^is . * 
• » . eia-Ma ' rfei<$n. , , {^Ouai^as^ entaj^^qCnS' %lia la r^<Sn del drea^ > 
. . total 'de loi;clrcul«tfs al area 'tvQtal de la^^-idn,. aC^o se ' • 
. copiipara esto con el resultado tedrlco de 0. 907 * antes ob- 
.. tenldp? !^pmai-^8i regicSn Guadrada*'d€ l4 unldad-es de lado , . . 
■ \(ar.ea =196 •unidades cuadradas) y ensaya nuevamente el ex- ** 
, perJjBiento. Cyanto rods grande siea'la regidn, mayor debe^a'ser 
la apl»o3timaeldn al*. resultado tedi^ico. ' - . - . 
2, Imaginate^un conJunto.de dliscos, de Jos cuales ca(|a uno tlene 

f diametro 1 ,• y trata de' ^oner .el mayor *humero posiMe de elXos ' 
. eA una .region cuy a area, es 1,000 .unidades'cuadradas, .Utlll-* 
• zando -el resultado segun el-4;ual lo mas que se pi«b^e •cubrl-r es 
90.7^ dfe. la* region, 6<5ual es el ^nayor-'numero de discos que se 
. podrla poller dentro? ' * . . ' 

5V ^Tom^ una caja de tamafio convenlente, por ejemplp gjna 'caja de : 
'tlzas, -y una pole'ccidn, de 'bolltas de un ihlsmo tarakao. Ve , 
cuantas puedfes poner dentro de ia caja. ^Guenta el nijmero, 
Halla.a.a razdn del vcflumen ^otal de las bolltas al Volumeri de* • 
' \ la .caJa y. comparalo con*61. 0^ J4 que hemos anotado anterior- 
t jHiente. ' ' * • . i " " • " 

4.^ Cuando se - eral^aan- las esf.eraTs. de la m^ftera que hemos mencibnado 
. iC e«*esta seccldn, ^a cuanta$ esferas toca cada esf era interior? ' 



pn proTplema ' sQbre el ^colorfiado de^mapas v 
Sttp6n que* tenemos un mp^ unst-c&'lii, de lapices- d^ colore^. . 
* QuereirfQS colorear 'ermapa, A m H dlstlngulB" clai»ament^^^ 
»dlferentes palses, ouando dos^de ellos estin 4untos* - " , .• - 




' . d^emos 'piAta3?ios de ellferente color. \ ' 

' ''' ' ' ' ' ' Cllm 

•.',31 sua^ronteras tienen \in solo pun to' en b&SSm, podemosxplntar los » 

^rfrC.' palses de un mlsmo cblpr. * ^ », * 




V Al •colorear un mapa convendremos tambi^nep colorear la region 
■ -exterior J puedesVdmagin&r W^^ tr^^^a de:"un.>pc^ano que clrcunda 
los. paiaes, .^1 'as! ,lo prefierejs. ' . 

• Es razonabie preguntar cudntos colores dlferentes se necesit^ 
* paW colorear un mapa. iCual\serla el menor nxAmero de colores. ne- 
ces^iirloa para^ el sigulen.te mapa? \ , ^ • • - * . 




iCjutal para este o'tro mapa? 



•i^e<aes colorear el* mapa que algue con.iaenoa de "cuatro eol6i?:es? 



'este otnp mapa? 





. iPoi'^qu^ no puedeg arr^gl^t^telas con meoos de cuatro'colores en^ 
. este caso? pbserva el pals del oentro y los tres que >lp rgdean. * 
..^Es.cierto qtijs* (iada \mQ de esos. parses tlene un arco' d^ frontera 
coal^Sn'c^ cada. un^^de I09 dtpSs? , i^eden pj&itarse'dos cuai«B- 

lIos con el mlamo jcjlQr? iMuestra esto jJbr qu^ aece- 
'sitas po3? lb\penoa' ouat^ §blorap? . * . ' t V . # 

iPuedes j&Migto^rja:i mapa que^eceslte .cinco coIotos? Naturalr. 
mente, para dibMar un mapa ^n^el que haya cinco pafses, cada'uno 
de los cuales t^nga un arco de frontera ^oradn con todos los demi£s. 
-n^cesittarlaB dLnco c'olores, .as! como .el til4;lmo mapa ha necealtado 
cuati^ colore! . Trata de'obtener tal mapa. ^Has tenldo;^uen 
^xlto? En' realictad no es diflcll , dajrse *cuenta de que no es 
• poslble tener clnco reglones de maneValaue cada una llmite con 
las otras ;cuatro. EaJ;o no d^muestra, iy.n embargo, que no haya 
mapas\que requleran .cinco color.es. *J^^Plehsas que hay mapas que 
hecesltari cln-ccT coloree? ^ * -^i 

7^^^Sn-;cdLeT^ eojijeturaracerca d6 Ta respu^sta^^ a 

pregunta es tah buena* como. cualquler otra; puea.la respuesta a^n 
.no se cbnoce. Hay «iina leyenda j[de m\xy dudosa autentlcldad) segiin 
la cual \m fabl*±cante de mapas ^propjusb esta cues ti6n hace u nos 
100 afips §l1 matematlco brltdnlco Cayley. JJn todo case, ^Ip^obletnat 
del ^colQreado de un map^ es ahora Uno de los problemas claslcos no 
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resueltos de las matematicas. Er) 1897 el matematleo brlt&ilco. , 
Heawood, kostrd queVtodo mapa ijuede ser •colpreadp con cinco • colores, 
de manera que en nlng\ln caso se neceslta mds d©-*cija«o* cplores. En . 
19^1 el matorndtico riorteamerioano Rpiinklln, • demos ti»6 que *todo mapa 
cop menps de b8 palses podia ser pintado con cuatrer colores. En- 
tonceSj osl "buscas un mapa que i^ealmente neceslte clnco colores, re- 
sultard cQmpllea(?p, pues debe tener por lo menos 58 regiones. 

Hay un aspeoto ffiuy interesante -de este probleraa. SI oonsi- - [ 
derlamos un mapa <5ualqu|€VI, el niimero de' colores necesarlofe ilo de- 
^pe^de, .ppr supuesto, de la forma particular de'los arcos en la 
frohtera. En efectp, si Imaglnamos el mapa dibujado en una lamina 
de caupho, poderaos def brmar esta lamina de modo eontlnup de todas . 
las "maneras poslbles sin camblar el problema^ de los cPlores. ' En- 
•tonces, p6r ej^plo, loV dos mapas slgulentes pueden condlderarse ^ 
unp mismo, pues, uno cualqulera de ellos puede siempre defoijmarse 
has'ta adoptar la forma del otro, ^ ^ 





, A estp^ 36 aliide cuando se dice qiie el problema eB topSftgleo , Ea 
3^ decir*^ su soluci6n .no* cambia ^1 la figura sufre una dejormacidn j| 
cointinua: Este hecrho pemlte ialemgre imaglhar que un mapa ha sid^^, 
deformi^do de tal tnaanera qu^ tcJdos Iqb arcqs se han convertido eh ^\ 
• *re^ni03nes cle segmeiitos de recta* Esto slgnlfica que. .basta%onsldJe- 
; rar loslmapas en los cuales las regiones serf pollgonos ( tflangulos^ 
V cuadrll4teros, peptagonos, etc. ), x^omo se hace en ,1a mayor par^te de 
/ * los ejeinplos que slguen. . * 
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" Ejercioios O-Sa 

1. l?i.buj^;"un mapa poligonal que sea equlyalente a oada uno».de 

ios mapas dados a continuacJ^n (es declr, que se pueda oljtener 
por def ormatjidn cpntlnua de e£|Jtos mapas). 



(b) 



/ 





2. Plnta cori el menor numero .poBl"ble de colores. cada uno. de los. j • » 
sigulentes mapas-: . tiJi * * 



(a) 









-< 






m. • 

1 

. * ♦ 






i 
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3. Supidn que tenemos d6s idlas rodeadas por un oc^ano. " TJha Isla 
4» se divide en palses, como se muestra en la figura del problesaa- 



2(a), y la otra, como se nmestra en la figwra del problema 2(1))? 
Pinta- este mapa con cuatro col ores. • * ' " . 

.4. Sup<Sn fine tlenes un oceano con^dos islas, cada una dividida en 
palse^, y supon que sab'es cdmo pintar <3ada "i.slaV ei- oc^ana qi 
la rpdea cpn cuatro col ores. Muestra como puedes plntar el 
.combina^o con cuatro colores. 

Una cuestion interesante relacionada con el coloreado d^ mapas * 
; eB la^sl^uienter Sup6n que tlenes 'm niSinero fljo dado <3e liplces de 
eolores fen tu caja de laplces. iDe cu^ta« maneras difer^ptes pue- 
des colorea^ -an.mapa dado? Haturalmente, si no tienes sufUcientes 
colores, ta, respuesta es cero*,^ Cbm<^l!^'5:ustracl6n^ mlra el mapa de 
la flgura del^probl^a 2(a) ^ y supdn quq hay clnco colores e^i tu. 
^caja* tios esqtiemas de co3r6reado para' este mapa se muestran a con-^ ^ 
^V^;lnTaaci6n,-dbig[dVlas ra^^ marcadas A, B, ,C y D 4eben ser : 

todas de dlferentes coloresi mientras la 3?egl6n marcada X puede 




ser de cualquleor color excepto *lo^ que^se usaij para* JD^ 
^ l^Or que son esos todos los esqufemas^ Observa que X puede ser 
del mismo colt)r que A , o de cualquler ptro color no us'adp. anterior- 
mente. \ ' ' .1 * ^ - ' " " * t # 

ea|« esquema tlen^g oint}<j colored po^bles 'con qua,plntar 
la region Ainarcada con JV* Una vezs gue hayas escogjl^do un •ccwLor par,a 
A, Ade ouantas maneras^-dlferent^es puedes- ^leglr un color para la 
--.rjBgidn marfiada con B? .^De cuanta^ jftanera^ - d±f. erentea . puedes pl^^^^ 
las r?gl(3nes marcadas con I A y con B? Claram.ente hay 5.X 4 = .20 
E^aneras* Por ejemplo^ sl^ los clnco colores dados son rojo, ye^rdej 
'amarillol .aiul y bianco, lbs yelnte pares poslblejs de colores para 
. las 3?eglones maraadas'' A y ' 1B serah: - . , . 
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rojpTvex^e 
amarlilo-rojo 
bianco -ro jo 



rojo-azul 
verde-azul ' 
amarlllo-azui 
azyl-amai»il3,o. 
"bianco -amarillo 



K) jo -bianco 
verde ^bianco 

bianco -azul 



V 

■1 • 



ro^b-amariHo 

ye3^cle-amar^l3LO» 
amarillo -verde 
azul-yerde^N. 
bianco -verde J. 

- Si tlenes dudas sobre estS razonamiento, r%visa el , Capitplo 7 
. ■• • • ' ■ "-"f . » ' ■ 

donde resolvisti^ problemas de esta clase, ' Para |ada "una de estas 

5x 4; eombinaciones de cOlores tienes aiin 5. posibles colores 
' para la regi6n marcada C y :Uiego 2 colores pOsibles para, la* 
regidn. maroada D. ia.nalittent|^ coifto la regidn X puede aer de ' 
cualquier color excepto los que se usaron pa>ra B, G y D, .hay 
5 - 3 d 2 posibles , elecciones^ de color para X. El 'ntiraero total 
de msunieras' de colorear el tnapa 2(a) con clnco colores a lo mas, 
es 5 ♦ k ' 3 • 2 > 2 = 240 manerajs. . v, ' 

. Los siguientes problemas,- qwe son una continuacitSn de los 
Ejercicios 1^-5a, se refieren al ni&iero de maneras de. cdlorear un 
mapa. * • ' » • ' . 

' . ! " *, Ejepcicioa 13-5a (corjtlriuacipn) - •v. ' 

"-'5^ * Muestra que los diferentes esquemas de posibles eoloreados 

para el mapa 2(b) se pued&n desc^^ibir asl: ' i ** 




donde las ??eglones. marcadas A, B, C y j'D ,deben A;enfer 
distlntos Golores; \a region X puede pintarse' de cual - 
quier#color salvo los que se usaron para B, C y Dj y * 
.fiiialmente, la i?egl(5n Y puedte tener cualqi^Ler color 



distinto de los de* A o S.. ' 



(b) Muestra que. los dife^enPtes esqi^emas posibles^ de coloreado 
. par.a el mapa 2(g5 se pueden describlr. asjpr ' 



V 
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dopde l^.' oolores para; las'^e^^ A, B/ C y * deljei^ " P^*^^^ 
dev distintos, pero' X puede tener cualquler color., ex*^^ 



para . el^mpa i? (d) ; ;pu€iden deserlMrae asl; : ^ 



0 








8 


4 





I 



' donde las. regipnes marcad.as * "B, C^-^iTT), ^^eben te»er ^ 
, . , d?i:£^rentfes oolores^-IJC P^^ede ser, p^^itado cxialqi^^^ 



, ^Goior diatiiito d^ los colorea de ' G y Bj^ y flna-lmente, [ 
; . -y piiedQ tener oualquler coj-or dlf ei»ente de Iojb colorQ'&; de r i 

6." Uti'ilza los' resu^tados del problema 5 y. ©1 ra^toTao prepe)\l?|kdo * 
» aAterloa^entb para verlflcar'y cpropletar la 'sigulente ta^la . 
referente al -nijmerd de maneras de pintar los dif ^rentes mapis 
coff n •rt5«aorej5' p$ra clfertoa valoi^s de • 



6 



0 



• 24 



48 ^ 
— "720^ - - 

4,520 




mapa 2(d)'' 
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:7» In ©iJtt^^ ten^mos }n cplores disponibles, hay** n " ' 

"maneras posll5leB^3e eleglr iAn> QQipr p^^ A",/ luegp • 

(n l) maneras de eleglr uii' color peo^a B, (n -\2) pki^a C, i " 
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. • (n - 3) para D y flnalmente. (n ^i)' • para X, pues X v '-^ 

, puede tener cualquler color dlferente del de B, y D,' . . 

\>\ El n]iime^ total, de maneras .,de plntar /2(a)< ^ojci n' c^slores* 

. |":e8,- por <^nsi|5Miente,^ n - - 3)^. Veriflca'i^tue esto" ; ^ 

\ da pesultados correctos para n s 3* 5^ ^ 6' comparando. .* 

^ '\ \ ■ ■* >. .' . ,. •' ....... . 

» ^» ^ .con el proljs^ema 6.. " ^ ■ . ' . ^ 

! ,8..^ Btaz xiso 4^1 ififtodo del ultimo proja^ema para obtener formulas 
que -den el ii\5njer£> de manei!a.s de pjntar cada uno de los mapas. 
^ '^2^b)^, 2(Qy y 2('d) con • n colores/ • . • ^ * 

' ■ .jinterlorraente hemos hecho notar que en lo que reflere al 
GOl^rear mapas, cualquler mapa p^^'de ser ^reemplazado 
pGrt? mapa pollgonal (es deqlV, -un^mapa en el oual todas las 
fronteras son reunione^de segjnentos ^e rec^a^^ Luego, ^1 cual- 
qiiler mapa^ pollgonal puede s^r ^pintado con^ciet-to niSmero/.d^ col ores, ; 
entonces todp mapa puede s^r pintado el mlsmo n\$inero deVcol^j^es* 
Tambi^n hemos menclonado q^e t iJin^ig i^tj^d^lco llamado H^awood, ya J;ia* 
'demostrado que se^puede plntar *todo mapa poligonal (y per oonsi- 
guientp *todo mapa) con cinoo colores* Ahora /bien, es claro que, i 
' * para dempstrar un resultado que se* apl5irCa a todos los mapas^ es 

V'necesario conocer algnnas propiedades que valgan para todos los - - 
• mapas. No trataremos de rehacer aqul la demoaJ^raiclon de Heawood, 
^^:pero nos parece Ijnteresarite descubrlr una ley general sobre los 

mapas poligonales que ^e una de las Ideas mas Impbrtantes ^e 
* Heawood. Esta^ley s6 aplica a todos los mapas polig^riales sin . 
' ^. islas (esto es^ mapas para los cuales las fronteras son conexaa^ 
^> es decir de ujaa^sola pleza}* Por ejemplo, la flgura dada a eon- 
* ^ tlriuacidn tlene una Isla y no se la consldera.. . 




, * La propledad que vamos a establecer fue descublerta* per 
Euler^-feace unos 200 arlos* -En rea!|Adad, la habla encontrado clen 



aKos antes el gran matematlco francos Descartes*, pero tan ^oca 
^g^nte leyo la%obras de Descartes que cuando Euler descubri6 la 



/ 



V^Ple<3ad nuevamente, tocio el mundo pens6 que era nueva. A pesar 




V 




^Gonsldera lia. flgura 2(a) /de los E;jbrclcios 13~5a. iCuantos 
v^rtl^^es ves en este mapa? iCtaiibitps palses o iTegioijes hay? (No 
te, olvidea de con tar la regl6n exterior* ) iCu^t^as ai'ista.s o seg- 
laentqs'^hay en la frontei^? iCoinciden pia refge^uestas c^n las 
clfras'de la prlmera* colurana de la Blguiente fcat^la?. I»as letras V 
C y 'a se U5att;para represeritar los numeros vertices, de re- 
^glones o palses y de arlstas* 



iQ^pa 2{a) mapa ^ (b) 




mapa 2(c) 



mapa 2(d) 



V 

c 

A. 



de los EJercioios l5-5a 



4 EJerclcloa i;?-5b 
Examina loS^^pa^ 2(b)/ 2(c) y 2(d) 
y compieta la tabla anter*ior. 

D^l^uija por lo menos cinco mapas poltggnales sin Islas. Cuenta 
los Vertices, aristas y reglones, y f oma luna tabla la 
atfiterlpr. * . ' , 

Exainliia las^ tablas que has hecho y mira si puedes logr&r^^ina 
relacipn entre V, C y A que valga para todos los m&paa que 

1 relacl6n que sea vallda para todos los mapas pollgonales sin . 

isias? ' ^ 

4r^^^bii;Ja cirico mapa^poligomles^ sin islas, y com]Drueba tu con- 



2. 



Jetura en ellos. 
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5* Compai*a tus resialtactqs con Ips de tus condisclpulos. i^ue 
. raXacion^ ;entre C A apai*ece como vercJaclepa en,/ .con- 
jetura so6re tbdos los mapis la claffe queNiemos estudlddo? 

, • Nota (^ue la obsisgvaGldn anterior no prueba la fdymula de . 
5uler. l»a demostracion esta aun por hacer, pero es de mucha 
€^da el* *ener^ por ^lo menos una >uena sospe^l?ha -de lo que se 

. ; qu:^ere demosta^ar* . ^ . ; . , 

.'En la Secclon 10^8 eetudlamos la foiwla .de. Euler pso^a su- 
pdbficies simpjes/ Pn este capltulo hemoar tratado la fdrrnula ; 
como si se refirlers^ a c^aminos pollgonales pianos, mientras que ^ 
en el^ Capltulo 10 estudlaino.s superficies. En machos aspectbs 
estoB temas son equivalrentes. ^ ^ * ♦ 



El viajante . ' ^ , 

Los^primepos ^probleraas estudiadbs ^n este capltulo/ -a saber^ 
los, relalfivos a numeros , prjjnos., podrian clasificarse como proble- - 
ms^s de matematicas^^puras* Esto, a pesar de que hemos^viqto que 
las' propiedades de los numerpp priraos se empJLean frecuentemente - 
^en las %piicaciones actiiales aV calculo yium^rico. Tampoco lo-s 
problemas del embalaje de esferfis y *del col^reaflp de mapas d©^^ / 
de tener utllldad y apllcaciones, * ^ / . * 

En este/ secpion consid^rare^tios. un problema qug parece mw 
pr^ctico y es muy Importante" por sus aplicaciones. Es el llamado 
- "problema del viajante*^. Aunqije .en*reaW:dad este prablema Tio 
^pj^eo cuj^^Kfliucho a .los. vlajaaites^ su eaendia puede desoriblrse iffuy * 
facilmente en terminos de un.viajante, y Xas matematicos han 
llegado a bautlzar el problema pdr este nombre* En las apllca- 
\ ciongs reales^ "vlajante" puede reemplazarse ,.por "aeroplano^^, 
mientras gue*."cludad" puede ser; reempla^ada "base" j ptros 
sustltutos podrlan ser^"caml;jpn" y "^faetorla", respectivamente, 

^ ^~ Supongamos, que eres un'viajant^e c6n ,1a of iclha* principal en 

* ' la ciudad ^A* Estas^ pbligado a visltar mensu^lmente^ a los clientes 
de las^ ci^Adades C ] y y regresar a tu oficina principal. Tu 
problema es disponer ese viaje lo mas ef icientemente posible (es * 
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decir, hacer»que la cllstaticia ireoorrlda sea minima), pn aparlencia 
este problema es muy slmpi^e, . ^pclo" Ic^que necesltas es considerar 
los camlnba posibles, sumAr las distancias y ver cual es menor. 
^^amos cu^taa rutas hay. u'Cuantas maneras hay de el^lr la prl- . 
me]rat estacion deepu^B de pa^tlr de la sede principal? Naturalmente 
3, pues hay 3 cl'udades^para vlsitar. Despues de visltar la pri- 
mer a ciudad, ^cuant^as pDslhllldades hay para la segunda festacion? 
Puedes hallac^el nuraero total de rutas posibles? Debes. encontrar 
1=6 rutas.x En realidad, escribiendo las cludades en el 

X, ■ 



3.- 2 

orden en que se visitan,^ pod^og hacerlo del slguiente modo: 



ABCDA 
ABDCA 
ACBDA 



ADCBA- 

ACHBA 

ADBCA 



El problema es bastante simple, pues las dos rutas escritas en 
cada flla son en real3.dad la misma rata con dlrecoiones opuestas y 
tlenen^ por .tanto,*Jj3C«^mi^ma-longltij^ pues, hallar 

Iks lpngltu(|es to tales de tres xnatas y tomai» la menor* El pr<^lema* 
i d^ los EJer<?iclos 13^6 es un ejemplo de esta situaclon. 

Pero supon que tu zona de vfenta se agranda y que debes vlsl tar 
8 cludades. " Ahora, 6<5'»^^*sts rutas posibles hay? Con un argumento 
analogp al anterior se ve que hay 8 • 7 • 6 • 5 • ^ * 3 * 2 * 1 
rutas 6 40,320 rutas posibles. Aun si divides este ]^ero ppr 2, 
pues has contado cada ruta dos veces (una en cada direccion), tene- ^ 
mos 'tpdavla 2Q^160 rutas diferentes, cuya loxigltud tlenes que 
*verlflcar* lQu6 tare^I 

, JEn 1954, Dantzig, Fulkerson y Johnson estudiaron el problema 
del yiajante para.un hombre cuya base fuera Washington, G., y que 
tuviera que vi si tar las 48 capitales de los estados (en esa ^poca 
Ilawaii y> Alaska todavla no. lo eran). El niimero de rutas posibles 
se obtiene, naturalraeaatfi^^ediante el mismo razonamiento 



48 



1 



4? * 46 - . . . • 3 • 2 

Este es. un' ra5mero que, eJcpresado en la hotacion de base 10' habi- 
tugdV Viene^^"6^ un problema de, calculo que . 

> esta! fuera »del alcance aun de las mejojces calcuiadoras de gran velo- 
cidad^ 
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La razdn papa'la cHfiCutltacI esta clara.. Al resolv^r este 
problemia hay piiLiiiSmero deflnixio de casos a «onslderar, pero el ' 
nSm«> •. tem-gTanSe que vuelve materla^»e„te' l«poslble tratar 
con esos.,. cagjp uno por vno, salvo en^ sltuaclones parti culares niuy 
simples. El'm^^todo usado por Dantssig, Pulkerson y Johnson Incl-uye 
una gran parte de'tra,ba^o para las calculadSras de gran velocldad, 
Adh no se h'. enco^trado un huen in^todo general para resolVer los 
prq^lemas de esta ciase en un perlodo ^ tierapo razonahle. 

, / ' Quizas al trabajar con e^te problema no deberiaraos pretender' 
tant^x* Quiz a no del;)er,jCamos ^Ins^stlj? en el resultado dptimo,. sino 
biiscar xm m^todb qxie-^tenga una alta probabllldad de aproxlraarse a 
la igte jor reapuesta* SI logras^ualqul^r "buena idea Sobre este ^ 
asunto,. segurgtmente habra un gran numero de industriaps y de ofi- 
43inas;es tat ales que se \intei*esai^£un mucho en ^ella* \ 

* Los problemas de esta clase no solamente son JLnteresaarbes 
p^a? si mismos^^ sino que a ei\os coiidPuce un buen numero de, pi?oble- 

,^mas practicos refer entes a |;r^sportes^ pragramaclon de opfe^a-. 
ciones de fabricacion y diseao de redes de coinanibacione^* ^ 
los. i>robleiMts siguientes s6 sugieren unos ppcos e j^mplos XJn - 

libro muy yacceslbl^ sobre pD?6blemas analOgps a 4^t6s es The J ^ 
compleatystrategyst de Will4a:ms* - Probablemerite lo ^contr^raB 
muy Intiferes^^te* ' ' ' ' , . 1 ^.^ . * 



* Ejercicios i3-6 
Este diagrama representa cuatro ciudades. 



c 



A • • ■ 



Supdn jque- las^distaQclas eji mlllas entre dif ©rentes pares^4e 
cludades son- .d(AB) = 200, -d^AC) ="300'; d('AD} = 1^00,; d(B€V = 
150, d(Bi)) .* '250'- y d(«CDi) = 180. . "Resuelve el problema d^ 

vYlaJante para este caso, determlnando la rata mas corta que 
parte 'del punto . A' y- llega al i&lsino ptinJ;o, pasanda por to(|as, 

* ISis otiras cludades.. ' '* . 



2. Podrla ocurrir que en el prottlema del vl|ij^atie-fuera' mas impoi?- 
tant.^ hacer iaJtiiinK) el tiiei!i]^o del Via36, vez de hacer minima 
la distancia. .Ademas, /d^bido a que 1^^^ 

en^tre aeropianpsxO auto6\ises> el Xiei^Q^^'^^^ necesita.piara It 
.de A a B puede no sea? el' TOismo que el que neceeita pa^a 
, li' de 'a^A* ^upbngamt>s que en el probleraa 1 10^ tlempos 
; de viaje en hpras^ ^on t(AB); . ttBA) 

tCCA) = 4," tCAP) =. 5, l^iCA) « - 7, t(BG) = l/- t{CB) * 2, " 
; • t(:Qi)) « 2, -'.tCDB),;.-*. -I, .•t{C]^V^te''i,-. tj(.ie^f' i^"- 1-^-'^'sbsca '"la ,r«1?a del 
♦ vlajante que de e\ tlempb ,i|l?^^m6, 

3. Si hay' 10 • c|uda,des, ^culiiiaB rutas comien^an'y terminan gEt'^ 
. 1*1, una cludad dada? \ . ' ; * ' ^ 

4. (a) Eh el ciaadrado sltelente, ^cial^^toa conJiiifit?os de • tres xm - 

meros pueden escog^rse gin tomai^ dos df lana mlsgna flla o 
columna? ^ ^ 
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5v 



*X'S>)' iC*^^^^ da estas ternas tleiaen bm, simia^indxlitta? 

Resuflye ei^poblema correspond! ente al prol^leipa 4 para el * 
..siguientecuadrado: - * • ^ 



^ 
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6\ 


14 


7 


15 * 
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5 


11 
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13-7> Problemas de flslca afilicada • \ , ^ 

Algunos de io3 mas'lnftferesantes tamblen de l6s mds^ Impar-- | 
ta^tfes problemas no resuelto.^ en matematlpas se relaclonah con pro- 
blemab ^e.flsicay tales como propulsloil de cohetes, movljfli*€?il^ de 
aeroplanes y comportamlento^ de ondas ^Xi^ctr6magn6tica3, / Para 
aprecla^ ^^ealmente la mayor parte de estos problemas^n cle^eia y 
en Ingenlerla, necesltas conocer algunos temas' tanl^ de matem4tlcas. 



2SS 



,como <3e .ciencia, que a\Sn no. has estudla(5o. -Sin embargo,.- tal vez 
podemcj^a intllcarte el signlficaSo de unb o dos de estoss problemas. 

Cbrisld^ra, por e jemplo-, ei problema fwnfJaraental "del radar, 
I^sde una antena envlamos una onda electromagn^tlca, que se refleja 
en un obstaculQ-y se dlspersa, siendo lue^o cap^arda por una, antenei 
rec^1>orai esto produce una seELal.en la pantalla del radar% 




Ofido Ditptrtudo 




0 AntOTO Em1sorQ\. ^ ^ Ant mo RfCtptoro 

Si se GonQce la forma del obstaciflo^ en este^caso un aerio- 

planb^ los matematicos sabenNlpastante i)len cdtho imaglnar la forma ^ 

de la onda dlspersada* Desgracla^amente no se s^be cdma^ encohtrar 

- la /ornia del obstaculp con s6lo examinar la- onda dii^pei?sada, * En- 
♦ " ^' ^ - • * * 

tonces, con s61o mirai? la paiTtalla no podemos saber qu^ clase de v 

tbjeto. producfe la seKal. Puedes Imaglnarte por que serla muy ^ 
til si pudl^ramos saberlo. ^ ' ' / \ 

El problema es paajecldo al sigiaiente* Supon que estas.^de 

pie a is^ orllla del mar, en medio de una^nlebla densa. En alguna 

/ > ^ . * - • \, * ■* 

ot3;*a partfe-hay un objeto, qulzas un 'barco, oculto por la nlebla, 
Tomas uri? gi*an t4:*o2o de rooa y lo tlras al agua, lo cual produce 

^ ondag,*^tbco tiempo d&spues, ves volver las ondas que b6 han refle-^ 
Jado.en el obstaculo invisible. Querrlas saber entonces, con solo* 
mirar las ondas refleja^as, si el objeto ^e esta en el agua es 

^h\ote de remos, un lanchon o el Queen Mary* 



Op 



J- , 
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" pt3?os .pa?Qbleinas Interesantes se ref lejpeii pi flu^o del alj^'^ • 
* • alrededor dfi .un a«ropla^ a c6too disettar un aeroplaiio <K)n «arac^ . i< • 
; terlsti^sas de jjueCLo litllee,. * .* , , - . ^. » 

- : He aqul oJc3?os ejei^ploa de prabiemajB no reBUeltbs en matematjlcas 
"aplicadas: _ ■ " . • , , ' " * 

i " * 1/ s4^t^naa^olar restaljle? d^cli'v is^ roovegpan los V sf 

' — -plane tas- Indef in3j3aiftent;£L.air^^ 

. .. * . . aprbxlmadajBente a.gual«3 a las paresentes . o se dlspergiix^ ^. ; 
. * : y f li^ajiiejate en el e spado, o oaerdn sobre'el sol? Ct, was • ~ j- 
* . . modes tamente, a<m6 pasard con lbs sat^lltes puestos e|i 

■ brMta?- , ■* ■ ... , . •• . ,, ..^ . • _ • '.^p 
2. iQu^ especies de'aailmalfes sobrevivlran'y cyales deaapare- 

S oep&a? iPodeiiKjs desaiMyollar iitta teofla cuantltativa de la 
evoiucibn bloliSgica? • . 

5. ^Cbmo podenios diseaar una calculadpra para tyabajo es-- 
* peclficD usando'el nifiriero ralnlmo de coipppn^eirces de tipbs 

■ dados? 6E«(^e ponerse en forma de programa de Instruccloiifes . 

. siielva este prbblema, de manera que podamos utillzar las- * ; 

- " • ■ ■ » ■•• ■ , ', • • • • * ■ , " 

' calfiuladoras existent^es pa-ca diseEiar otrod mejores? ' , . : 

, ■ . » •, • • ■ - , ■ • •* ■ ■ ."'"^ 
: 4,' i.C6mo:puede afee^ al crec^jolejatjo y dlstrlbuci6n"de 

-.^biacibn y de la Industrafa,. ei| el future, . toa dlstrlbucion 

dada de facllldades de tsansporte (carreteras, ferroearrl- • 

. les, r aei*ovlas, j^tc, );? • . 
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: en la que enuxfte3?6 25 /prbM^flkls na resxjfeltoa'' Quya €oJw^^ 
/ de.rabs fiomo la laas jbnoqpbrtantp patra 6l\^p6g::(^eso dei las. matema^ircaa ; : 

en ^1: sigulente" siglp* * Natruralmehte^ durante los ul times sesenta ' 4. 

aSos sfe han JFonnul^do un gran numerb de otros problemas Importantes^ >^ 

Pero aun hoy, una <3e las ii^eras mas :^apiaaB para que un joven mate-y ■ 
;matico se,.hae^. famoso^BS, resolve los proMemas de Hllbert. *: 

,La corapren^i^n >d© 1^ esog problemas Tequlere raatematTcjTs ; 

.avanzadasi, pero -uino, pen* e^emplo, trata de propleclaaes faclliwsnl7e * 
,OQinprenslbles, tfe los deqlmales* SabempiS que todp numero real 

tiene una repr.epentaclon decimal,. El n^imero en partlc\\lar. 

' tiene. una -representacion tal, , • . • I 1 

y sabemos oomo calxjular cualquler numero de dlgitos en . este <3esa«. 

.^rrpilo. Sa^aemp^ que , ei^ desarroilo decimal inio teyroina y qu^ no, es:, . 
periddico {eo]asulta,«l Gapltulo 6), pero jnas alli^ de esto no s&be- j 
mos "casi nacia soT>re este nuraero. Por ejemplo, jhay Inflriitos nu-^, 
meros 1., o hay sle^e niajneros 7 cp-nsecutlvos eii su ; de^^wT^Tlo? 
Nadie lo sabe^ y hasta ahora no pare habe^ m^todo alguno p^a^ 

. saberlo, \ ^ " . ; . * . ; ; 

. :En la actual idac?^ m£s o mehos la mltad de los prob3^emas *de 
Hllbert bmi sldo resueltos^ y este siglo- tlene casl ot^ds 40 
aKoa disponlbles lbodavla, iQul4n resolver^ los prpblemas res- 
tantes d6> Hilbert, los, nyevos 'problemas que han aparecldo despu^s 
de Hllbert y los probleraas que a\Sn no han sldp propuestos, pero 

que' aparecerdh en el futuro? Nadle 'puede denlT>1nj hgt.iJT'j^lrnent.p^v, ^ 

peg:?© es inuy probable que^la mayor parte de ellos Sean resu«ltos . 

"por Jovenes. lI irfayorla de los descubrlml^tps en rtatematicas " 

•han sido hechos por j«ve^es de entre .20 y ahos de edad. SI; - r j 

i ma persona tlene tale^vtb raatematlco, habltualmente lo rauestra .^i 
desde , t'erngprana edad. La edaSl media para el^doctprado en raatema- 

• tlcas es mendr que easl iodos los otros campos del'conoclmlento. 
Resulta asi»muy probable que los probleraas menclonados en tfste 
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capitulo lio. seeii 'ref\ael*ps respe tables prof ^so3-ee de l^ainja grite 
(ao qulza ya no hay profesores con barba?*)* por Jovenes no * 

* ^ Pero las matematlcaa no son |^o PM»a qiilenes i|acein descubri- . . 
mlentpa porqxa^ l^s. g^sta.estudiaiJas, s4no que su*uso se ha exten- 
dl^o rapidameKte* a cWpo tales* como la medicina, bio\ogia> pslco- - * 

: logla, sociologla y econoinla tarito como^a 16s niaevos campos de las 
cienclat^ flsicas. ,A medlda que Igis maqulnas. absorben cat^a^'vez mas 
las tar^as" j^Sinarias, la demanda de persona,! entKenado crece, y 
cada vez mas ese entrenamiento esta relaclonado con l%tei matematicas. 
. Adejnls, un jjiu^adaoao americano que concurre hoy ,a los comicios debe 
■ tener un conocimffento inas ex1?enso de las materaaticas q\ie el, ciuda- ? 

• dano ■'amerlcano* de. ayer, para' ser asl. capaz de -tomar las . Important es • 
declsiones que de el exlge una democi»a61a como la nuestra^ Por una 

• pai'te es .Vital que recoridzca el Wpel y . la' iM^portancla de -^os clen- 
tkficos y m^tismatlcOB, pero por otra debe esta^ suflcientem^nte^ 
\sapacitadb para coihprender y aprec±ar,*!eti ciexta medlda^ ^aus^puntos 

' de" ,yista. , ' , • ' . ." • . . ' * ' " " 

iDe maney§L que, ;^l«n que est^s o no entre los qu^ haci»i av^tix^ar 
las materaatlcas por amor a ellas, bien que tengas habllldad para , 
aplicarlas a otros cshSoqV ya las utlllces como .niente de problemas 
recreativos, Vporque en vfrtud d^l conocimiento que po seas de ellas 
-te des cuenta de su pap§l en la civlllzacl6n actual, de todbs modos^ 
afectai-an tu vida. f-Zaui^n sabe, ipuedas a tu vez^oontrlbulr a las 
matAnatleasI 
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• E3qollcaGl6n de la tabla de numeros primos. Esta tabia estd* 
dlspuesta -de manergi que es fdcil extraer, por ejemplo, . el 47* . 
numero •prlmQ'. Para hacerlo, toihJ^ la flla que-^lene el niimerp, 4 
a la jLzquierda y Ij^ coluniria, que tlene el nvimero 7 '^a^rlba.* Epi-^ 
tonces ves que el 47? numerp prirao. es.;.2l l.. Puede tambli^n, 
usarse en' la dlrecelon contrarlaf . como , el numero. 691 eait.d en 
la flla marcada con 12 ,y en^la columna marcadu con' 5, el jiu- ' 
mero 691 es. el . -^25° raSmero prlmo. , ' | 
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.1 , Jllosof iW de* las mateniar 

4. Teorla de* log cpnjtttkfcdep 

5. Prpblema del contlliuo. ^ 
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^ .:.axia1lias, .....452;-"' ,^ • /, , •'■*••' 

'.V ■ .lateVales" \ _ .'. ' ' \ .' . • '•*• '.■ " 

. ■ " v/de una.plt'ainide", 463 • ; " . 

• ' ■ .• ■ . de un prJt^ina Qfeilcuo, ' 458 ^ 

* - de tin papflsma ^cto, 453 • " " . . 

• as-ociativldad, ,2-^6> 268 . " . ^ " 

^ . de una. piraplde, ^" 462 . . . ^ •• • * . ' . • 
; , * dQ rni prlSBpi otjllcuo, 458 " . 

=.* - •., de un prlsi^ yectoi 453- 

MdjUneiBsiional,' > 4ir 
r ; bise^car, /•t64, / ■ " > " . , . • 

. camlno poilgoiial," .423' t - . 

" * C^gaitor, Jorgei 266 * . " . ..'^ 

•; ■ 1. <iEtpacidad, .150 - : . , * " ■ ». 

cajpa lateral- ■» • ' " , ' * * ^ ' 

• V ; ^;..^...,j^e^ ' 462" ... 

' ' . de uh prlsiftia obl.ic-yo, ' 458 . < -1: * . 

y. cfe un Tsrlsma recto, 4§3 . , . 

/ V cateto, 194 , , , » • ' 

r centime trov . '1"59 . ' • • , . 

■ cero. Gomp exp^nepte,- 121, ; ^ ' / 

— u. c l£ga^3l ffl al£l c a tl . ya v^ - ^ 22C ^ , --2g4^--g^^ '■' ; — 1^ 

.• • en el p3x>duct0, 231 . . * ; 

. .oll^-ndro recto .circular, '456. " '* , • 



- ^ combina'clones/.-277, V \ - 

compXemenljarios, angiilo^, . * . . 

* condi.(?l<Sn, ■ " * _ • . ^ ' • . . 

jsoiigruente, 176, ,48p .... 

-cleiGoldbach-j .* 555 ... . -^ ' 
. conjtinto de BOltaciones, __6.0 . . 

. •GprMButatividad, 256, ,268 ^ . 

* - s. altura del, ^^70 

. . . generatrices del, vl^70 ^ ' 

, ., rectJb qircular, 470 . . . \ 

- ■ • v^rtlce del, 470 . . , • . 

, • ^conatante, 587' . . ' 

, : : de proporoloi^alidad, .. 587 • 

1.^. .. ■ oQDstrujCiciQii.C es ):, ^ 'J 60, 1 62 . / « 

..1, .. . Gonfcimo-da -l4^^ jsikero^.-reales, |75 ^>;,^ ^ 

^ • .coorAenadas, *21, 23, 24 , . , - '^^ 
• correspondenela/biunlvoca/ 260, 266, . 275 
: •* corresporidieiiies, angulos, 459 

, co.taaigente, 5^8 , * • . ... . " 

• • cuadreaite, '27 ! . ' ... "* " - , * 

- •. cuadrilatero, 170, 205 - . - 

^ . ,c«bo, 454.^ • -.^ — t ' 

r , Qiiapide,- 462, 463 . . ^ ^ . , 

Iteiitalg, 557, 558 • ^ / • . . , 

.... ' deciimetro, 139 ► . . . <^ ^ - , .i . . 

'\" ' decimal ; *.■ - , — ; , ■ y" 

. desarrollo. 245 . . * 
- . ■•. exacto, 246 * . 

' • . no-perl6dleo, 265. , 
» . V periodico,, 246, 247, 249,' .."263, 26l|, 265, 2.72 
]punToJ T34 



• repr^entaclon,* ' 244, 245,. ?46, .254, 26o, ^65, 27.0, 271 

^aen^ldad, . 239, ,243> 268 . . .; , . .. ■ . ' 

deslgualdad, .58, 9\ .;• . 

dlametro, 500' 






.•./ , , 48 simetrla, "^73 . / •, ■ : ^ 

I -^^^^^^ 215, H.16^ 2^7, 2l8v.;il9 ; 

' ; . porcenta^ie dSj, 223 • / • • . ' • 

- . . area superficial ae Xa, 51 B/ &21, 522, 523. 

• > ( v^men d'e l^, 5.\9*- 520,. -528 
...J-.Eiicllde^, :.ai62 , ■ - . ■ . ■ 

■ :^ - f foamila de, 454, 435, 436, 555 
. • ' eacactltud, 22^^ ^ - „ J * ' 

- ^acpoyiente, 121, ^26, .129, 1-49-; 270 
• cero coimo, 121 . " 
iegatlvo, -121, '126,' 129 . 

;y: factor!^ 290, 291, 292 

formula, 60 . ^ " 

• • de Ewler, 454, 435, 436, 555 
Franklin, ^549 

■ ■ ■ f^ase,- " 5?- • ■;• 
, V . , at)ierta, V 53 . . .. . 
' . ■ oerrada, 55"^ . * . " 

• , ^um^ric'a, 51, 52 " 
Pulfcer^on; 557, 558 • • 

• ^ -Galileo, 597 f - - 

generatrices del cono, 470 
' GoldWch, ' con-Jetura^ae, 555.' - 
. /gradiente, 567-, 568 . V 

^:aJw^'-gmf^a.,.'-v-30 ^. 
- - - r gramo, 150. > . i • • 

gravitacion, ley-.de la; 399 
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3?eoto, 210, 



; <?iiac^pn, 58^ m, 65^ 6TV 68^ 9t 
■\ Intajyiojp » t' V' -^^ *. 

: . ■"' 

, . ' > «id3.uyo, iB, 19, 58; %7r:t8, 236, sea 

.loultlplicalJiyo, 237, 268 ' 

toacional, liumei^o,, ; 255, 258, 265, 271, 272 
Johnson, :557;, 558 ■ . 

" kiloinetro, .139 . * ; \ 

latltuja, 515 -f . 

>; . paralel0 de, 503, §12 

Iiehmer . *B.N, ,y 532 . . ' y • 

- ley -defla grav4tacl6n de Newton, 399 
^.^„liabo kraawa.4o,.,.-,,,4s8,. .159 : .l-.-i:. .-v. 
lineal, eeuaclonjjf 97 ' 
litro,- ' 150 '.....^.Aw. . 

logaritano, 271 . ' , .• ~ • . 

; longltud, 138,. 514 :. ' 

' de la^g^circmferenclas' menores, 525, 
- de \xriaL cj^rcunferenqia, ' 64„ 252 *. 
mai'ca (0 traz^) / 25 * 
•masa, 15O . • . ' • ' 
maximp erijpj? po^me, 215, 2l6^. 2i7, 2l8, 219 
.. ." die uiia suma, 227 " ■ 
. merdla, . 2^2 '! " *, . . " 

ir<edlaiia, 169 v , i ' 

medlatpiz;,- ., 1.65', I9f • .. , ' • 

i|fiega, 142: ■ • • V 

' ierldlano> 5.*3-*. ; « . • ^ 

,1^. ■•,eero,>,.5'l3 . \ 

-r de-tsi'eemcircli- — jio,'. • " . , — — 

» 4 ln4trleo(a). ' 

^. ^-slstemaV- 137, 15^ •. 
• • , • lidtael'ada, . 151 

:%~?i;,.„..s./; :xr.,"madi*ado!,'^ ' ".' ■ 
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: % : 'i5»ltlpia^tivo,-^^^^"to 237, 268 - 



• • neutral, .el em^tQj ^30, - ScKts ^ 
; • ■■■ Nawtjwi,^ ley. ae , la- gravltacioo m, ; 599 

^ *^ /i . 4q las po^eiielaa ^le cllaz., ; 1 15» " : 

; /Jriumero ' ;' " •*.' ''V^r..' ■ •.' 

*■ '.entjgt-ro, ' -3,* 9.''*' ' 
, " Irraeionai , 255 »" 258, 26% 271 ."272 
• _ Jiat]w35al, 255 . ' . 

0»ega«3.vo,"'. .8,'-9 - 

jtrimo, ' 552 • / .. 

racipnal," 9j,, 25^ 
. ' TQal ■ ' 264 •■A- . *, V , ; * 

, ;v " * . , .trasJ^deoaV* ' ,270, ■ 271 ' ; 

•opueato(a), 9# 13^ 19 1 , j - 
" jQi»denacl6n, 237, 268 I 
■■■■■orleeii,. .3#' 21 ..-^ ■ ■ '-'^ ' 
brtpedros, 453 . ' . -» 

,^}- . pant6«rafo,: . 158 

par ordenado, 25* -33,. 94 - , • • 

parabola^ .103, 397 • . . " * " 
" paralfiieplpedo, .459' . •• * - ' 

• '^ • ■ paraleio de latlt\id, 503, 5t2 - . v 

r ; ' paralelogramo, . 20'5 • / •* ^ . 

Pascal, 282 ■ - 
, ■; ' -triangulo *de, . 28,2 " . . 

• peaidiente, 364 . • . . * 

. A pentagono, - 170 , ; . 
* 5 peiTOutaojlon, 287 . . 

• .. . > ' s lmbol Q de>'* 29O ■ . . • . ■ ' 

,* . "peiTaenSllc-urap,. - l39^r7'9^ ~* " ' 

al' piano, 449 * . • ^ . . " 
peso del agya, T52 . .1 
pi M, . 64^ 252, 270^2^3, 520 . 
■:t:':'::'-pi»ai$lde,\;^^ ' ;v. • * - ■ 

~ ; ' altura de .la, ' 463 
apotema de- la, 466 
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^A^Usj ~ . 'life*. ' ♦*"*^'«"^^ V * ' ' r ' ~ * ' 

r "arista l§it;e3?ai la/- 465 • 

* tfise de ia> 462 * 

«sai»a lateral de la, 4^62 
; • - ei^adrangular, 463 » 

. • ciispide la. . 46:2^ 46^ ' • ■ 
; hexaigonal*, 463. * * * ' 
.... . regular* . 464 ^ ■ . / 

" . magoras/ "193 . ' , « 
plano(s), •Rerpendiciiiai' a •un, 449 
■ piantlll'a, .-.158. • ' . . 
jpolledrp,' 418.^ • • ' . 

.V^ poligonal, qamlno, v42> - .• • 

*tpoilgono * ' . •' • • \ 

• .» regular, 170' * • ^' 

^area de un, 444 ' 
■ . single cerrado, 42.4. ; 
' . pompas de JaWn, 522* / . 
V^^ porceritaje de' error, • 223 
posl^Jivo, numeroi, 3 
potencia," 269, 271 ' 
• precision, ' 219, 223 " 
primbs gemelos, ■ 558 ! V 

r . prisma . * . 

• *• .obli.cuo, 458 

I recto, 208 * . . 

I ' rect6 hexagpnal,> 21D, 455 

- ^ ■ * recto rectangular, 208 . 
. * recto triangular, 209, 455 - 

probabilidad, ^05," 306," 307, 308, 534 
, de A o ' B, 322 
. ' . ^e 'A y B, 327 ; 
. en^lrica, 317 * 
*PS0Ple«3ad . • 
. - • aditiva, 76^ 91 . » ^ 
multiplicativa, ^3. ^ 

• pitagorica, 193, 202 " . ' ■ 
proposiel6n ; . v 

abierta, ^9 ■ - ♦ • 

compuesta, 68 > ^ 

num^rica, 51, .57 . ' . 
; pulgadg,, . 143." . ^ 

puntos antipodicos, .501 ^ 

l.Jpacional, numero, 9, 235 ' 

. '^.radib, ~ 163 . 
raiz, 269,^ 270 

• Guadrada, 196, ^7 
RarOcin, -'545 " . 
razonamiento indirect©, 257 * 
*razones trigonometric as, 359 
•real, numero, 26#" 
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concurrent's, 167 . ' . v , 

nmerica, ' 1, H, 5/ ^, 5» 253 \ ^ 
• ■ realjfc." 273 - ' • .. 

paralelas, 158 v'^^^X ' * 

perpendiculares, 158 X • , ^ 

rectangulo, 206 * 

regla, 157 ' ~ • * | .* ; * 

en T, ,. 158, 1.60 . . ^. 

• * , paralel~a, 158 • ' • \ V 

relatlvo. error,, 223 * • 

roJabo, . 439 ,. V " * 

srecante, I5.9 v " ' * 

segment© (3e reota clirigl.aO;, •3> '12 ,^ 

•: BemiGircunJPerencia, :503 
, se«»irr6cta, 3,: 22 

Seno, 350 • . * r 

'sliaetrla, 172 * . . ' . 

> . eje .ae, 173 • • • 

Biraplex, 412. ^ 

sjs*eiq^\de los niSmeros reales, 264 
siBtema'Bpetrlco, 137* 154 . . .> 
slstema ^rectangular, 24 * 
^ucesos % . ^ • . . ■ 

independlentes, 328, ,335 — 
-1 mwtuamente. exclusivos, 324, 535 ' " 
. .- poalbles,, 305 . ' . *. 

superf iQiet esf erica,. 5 1 8, 5 1 9, > 520, 52 1 , * 522, 5^3 

lliterior^de utta, 506 • ' 
Buperflcie simple; 431 
* sustraccian, 45 , , " 

. tal^la . • . , . " • 

de cuadrados, 200, 201 

6,e raices cuadradas.,^ . 200, 201 

de' razones trigonoiiietricas, 359, ? 
tangente, 5$0 

^ la esrera, 501* ^ » - • 

tetrae^ro," ,408. *t63* 

regular, 466 . • „ • 
tolesrancia, 217 ' . ' --■ ^ * .. 

r.tonelada metrica, 151 
topoldglco,' *549 

trapecio, 205, ^42 \ • ' ' 

■•"'T~r— area' deX7" 442 ; . : ^ ; . 

trascendente^ numero, 270, 271 ' ' . . 
.tridngulo(s) , • \ . .. . 

congruente^s, 176, 180 ' 
de Pascal, :,282*' • . . 
rectangulo,' VI 92 ... 
seA6jantes, ^> 369,,371 ' f. 
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triclimeriBloiaal * . 4l 2 * , ^ . ' 

~ de^ Cancel?, 515 • " » 

v ' . dfe Capricomio,.^5-15 " * , 

ynidiipensionat, A11 

'» varia 

« ' Mrectamente, -^ 5.87, ,403 
• inveraamente, 405 

varlacion, " 382 

dlre(?:taj- 386 , 

. ' Inverse, 390 . * " 

Meyes de, V384 . ; . • 

del cono, 4^0 . . 

. •Vinogradov, . .535 V . ' 
volumen, 148 . , , ' 
. ' de la es^^ra, ' 518, 519, ^20, 528 
Williams^ 558 . 
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